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RENDICONTI 



DEL 



CIRCOLO MATEMATICO 



DI PALERMO 



R'jn.l. Circ. M.item.^X. XII, parte i*.— Stanip^to il iS novonibr-j 1897. 



ANNUNZIO. 

Per ogni Noti o Memoria, presenuta in una sola adunanza del Circolo, la 
qua^e sorpassi le i6 pagine di stampa, rimane a carico deirAutore la spesa it com" 
posizioiu delle pagine eccedenti, in ragione di L. 3, 15 per ogni pagina o parte 
di essa. 

Gli Autori che desiderano Estratti delle Note e Memorie inserite nei Rendi- 
conti, sono vivamente pregati di aweriirne la Redazione neiratto di rinviare le 
prove di stampa. A (ine di agevolare i soci nella pubblicazione dei loro lavori* 
gli estratti saranno ad essi mandati a raano a mano che procede la stampa del 
fascicolo. 

II preno degli estratti k regolato come segue: 

Per un foglio di 8 |>agine, o meno : 

SOesemplarisL. 5; ioo = L. 7, 7$; i50 = L. 11; 200 = L. 13,75; 2S0 = L. 17; 
300 s L ao, 2$; 350 =s L. 23, 50; 400 = L. 26, 75. 

Per ogni foglio successivo di pagine 8, o parte di esso (oltre la spesa dl com- 
posizione, come sopra, per le pagine eccedenti i due fogli di stampa) : 

50 esemplari = L. 3, 75; 100 a: L. 5, 2>; i$o = L. 7, 25; 200 = L. 8» 75; 
a$o=sL. 10,75; 300 ssL. 12,75; 350 = L, 14,75; 400 = L, 16,75. 

Le tavole sono a carico degli Autori. 



Redazione : 28, via Ruggiero Settimo — Palermo. 



Tlpografia Matematica, 28, via Ruggiero Setiimo, Palermo. 

Proto-Compositore : Gabtawo Sematorb. 
lUcchina tipo Marinoai pcrfeiioatto, delU casa Auovito Dbx.l*Okto di Mtlano. 
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CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO 

(Societii fondata nel 1884). 



STATUTO DELLA SOGIETA 

iiscusso ed approvato dall* Assemblea general e dei soci del dt 26febbrajo 1888. 



Soopo della Sooieti. — Sede. 

Art L— La society scientiHca Circolo MaUmatico di Palermo ha per iscopo 
rincremento e la diffuslone delle scienze matematiche in Italia. 

Art 2.— A tal fine, il Grcolo: 

a) Tiene adunanze nel la sua sede. 

h) Pubblica una rivista periodica di matematica col titolo : Rendiconti del Cir^ 
coio MaUmatico di Palermo, 

Petri inoUre istituire concorsi a premi e farsi promotore di congressi scien- 
tifid nelle varie cittA del Regno. 

Art 8. — La sode della Society h in Palermo, ed k inamovibile. 

Dei Sooi. — Ammissione. — Contribuzioni. 

Art 4. — II Circolo si compone di due categorie di soci : residenti e nan resi^ 
dentL Nella prima si comprendono coloro che hanno in Palermo dimora abituale. 

G*i stranieri possono far parte della socictA. 

Art 5. — II numero dei soci residenti e non residenti k illimitato. 

Art 6. — Per ramraissione al Circolo k necessario: 1° Essere proposto, in 
un*adunanza, da due soci (residenti o non residenti) mediante domanda, per iscritto, 
al Prestdente; 2° ottenere, nelPadunanza seguente, i suffragi della maggioranza 
dei soci presenti. 

Art 7. — Ogni socio residente k tenuto al pagamento: 1° di una tassa cPen- 
trata di L. 10, da pagarsi all'atto deirammissionc; 2° di una contrihuiione annua di 
L. 15, da pagarsi a quadrimestri anticipati, al 1° gcnnajo, al 1° maggio ed al 
I** settembre di ogni anno. II nuovo ammcsso cominceri a pagarc dal principio 
dell 'anno in cor so. 

Art. 8. — Ogni socio non residente k tenuto al pagamento della sola contri^ 
bunions annua di L. 15, da vcrsarsi, anticipatamcnte, al 1° gennajo di ogni anno. 
II nuovo ammesso cominceri a pagare dalTanno in corso. 

Rend. Ore. M'Uem.% t. XII, parte i*.— Stampato il 12 luglio 1898. a 



tl STATtno oiLL4 joaEtX. 

Art. 9.--Le dimissioni da socio del Circolo non sono valide se il dimissio- 
nario non abbia soddi^fatto I'intera tontribuzione annua. Esse dovranno esscre dirette 
al Presidente che ne dar4 partecipazione alia Societa nell'adunanza pi6 vidna. 

Chi si & dimesso pu6, dietro domanda da lui sottoscritta, rientrarc nella So- 
ciety, mediante la votazione di cui all* Art. 6. 

Art. 10. — II socio moroso, trascorsi 6 mesi dalPepoca stabilita per il paga- 
mento, sarA, dietro avvertimento preventivo del tesoriere, radiato dalPcIcnco dei soci. 

Art. IL— II versamento, in unica vo'ta, di L )00 conferisce il titolo di 
socio perpituo, ed esonera dal pagamento del la contribuzione annua. In caso di sclo- 
glimento del la Societi non si ha alcun diritto a ritnborso. 

Art. 12. — II socio residente, per il fatto del trasferimento delta sua dimora 
abituale, h ascritto fra i non residenti, senza poter ripetere il rimborso delta tassa 
di entrata. £ tenuto al pagamcnto delta medesima il socio non residente che acqoi- 
sta, per la prima volta, la quality di residente. 

Art. 13.— Tutti i soci, residenti e non residenti, riceveranno gratuitamente 
i KeniiconH del Circolo. Ogni nuovo amroesso ha diritto al volume in corso di 
stampa all'epoca delta sua ammissione. 

DeirUffioio di Presidenza. 

Arti 14. — La rappresentanza e la direzione amministrativa della Societii 
spetu airC^o di Pnsidenia, costituito dagti ufficia'i della SocietA: 

I presidente 

1 vice-presidente, 
a segretari, 

2 vice-segretad} 
X tesoriere, 

a bibliotecari, 
eletti dai soci residenti, nel proprio seno, a scrutinio segreto. 

L*Ufficio di Presidenza rimane in carica due anni. Tutti i suoi mcnibri sono 
rieliggibili. 

Art. 15. — Per t*elezione deirUfficio di Presidenza si terrA apposita adu- 
nanza straordinaria nella i* domenica di gennajo. Prendono parte alia votazione 
sottanto i soci presenti. 

Ove durante il biennio rimanga vacante una carica delt*Ufficio di Presidenza, 
i soci residenti saranno convocati in apposita adunanza straordinaria per I'eleiione 
del titotare. 

Del Consiglio Direttivo. 

Art. 16. — La direzione scientifica della SocictA ^ affidata ad un Consiglio 
Direttivot il quale funziona da comitato di redazione doita rivista periodica fiRtndi* 
conti del Circolo MaiematiQo di Palermo », seconcjo le norme di un suo regolamento 
interno. 



STATTTTO DBLLA SOOKtA. tt 

Aft 17.— II Caniiglio Dintiivo t compo^io di lo membri, j retidenti e 15 

a rcti<J«ntl, etmf dalrimera socleti a serutinio scgreto. In ognuna delk- due caie- 

pntk riiuiuno dctti i soci che riporlano maggior numerodi voti. Q.uilora l'cle»ione, 

pRfttrili di voli, riuscitsc Jodrcisa fra due o piii cundiddti, li proccderi a votuloai 

a lu'kxtig^io, allc qiiili pri:iiJcr4niin parte loiunlo I soci prcsenti airadunanio. 

II Coaiig^o Dircitivo riniane in carica irt- an.ii, Tulti i suoi membri sono 
ndiggibili, 

A»t !•.— Per I'elexiotM di>l Omsig'io Diretiivo si lerrJ apposiia adunania 
sDaordinaria iietia tcru doracDica di genna)a. 

Ogd^ lock) non rcsMcDie, come ogni socio ruidcnie che oon posia jniervcnire 
tllj detu adunanu, invicri. in una letter* da lui soitoicritta e diretta a! Prcii- 
dcnlc, una scheda cliiusa i: suggel'ata imlfcAnte 20 nomi di soci, dei quali: 5 rcsi- 
nt e 15 non FCSidentL 

SuaiuiD considerate nulk Ic schede che atm loddiifino a tutte le condiiloni 
wpn stabilite o che pcrvengano all'Uflicio dl Presidenza dopo le ore j pomcti- 
ine del suindicaio giorno. 

Lo spoglio delle Kbedc arX fatto d<l Preaideoie utistito dai wgretiri. 

Art. 19. — Non ri t incompatitajlicl di carica Ira i raembrt deH'Uilicio di 
FretideEUii ed i membri lesidcnii del Consiglio Direttivo. 

Arl 90.— Entrando in carica, il Consigia Direttivo Jelegher.l ano dei suoi 
membri rc^identi a Jirigcrc !a [nibblicazioiiu dei Rendiconii. 

Deile adunanza. 

Art. 21. — Le adunanze ncdinjric del Circolo si Ii;rraoiio la seconda e la 
qutrti domenica del inete. La socktl prc-nde due mesl di vacaoii: setiembrecd 
Wabtc 1! Presidi:aie, owe lo repuii opportune, pu6, in ogni tempo, convoeare I 
Hxl mMenti )□ aduoaoM siraordinaria. 

Art. 32.— Nclle aJunanie, in eno di assenia del Preiidente e del Vice Pre- 
lidnM, il pid jiuiano di eta fra i soci pri-siniti fun/.jontra da Presidente. In caso 
(swoi* ici Segretari e dei Vice Segretari, chi presiede inviteri uno dd soci 
'aeiui a fame le veci. 

Art. 23. — Entro il mese di gennajo, di ogni anno, il Presidente convochcrA 
mi rcttdent) in appoiita adunanza straordinaria per la revijione dei cnnti del* 
rinno decorio e Tapprovazrone del biliiiicio di previsione. 

Art 24. — Nelle aduoanzc del Circolo non i ammesu atcuna comunicazlone o 
iieuuloiu; sopra argomenii cstraoei all'indo'e scicntilica e alio scopo della Socit'ta. 

Art. 2S. — Tulto ci6 ciie riferiseesi alCamniiniitraEione del Circolo, pud ei'UTe 
tWttlo, rtclunvimentc, nolle adunaaze straordinarie, per le qaali il Presidente for- 
•Mferl « parteciperi, con prccedenza, ai soci residenti, apposite ordine del fnofito. 

Art. 36.— Le dimistioni da socio del Circolo non possono eswrc oggetio 
* dtKusiione n* di votaiione. 

Art. 27. — Netle adunanie ordinarie il Circolo t fega'mente costiiuito qua- 
lusqae su il numcro dd soci ptcsenii. 



iV stATOTb^^bsLiA socibtA. 

Nelle adunanze straordinarie, tranne quelle di cui agli Art. 15 e i8, ^ neces- 
saria una seconda convocazione quando nella prima non sia intervenuta altneno 
la meti pi£i uno dd soci residenti. 

Art. 28. — Nelle adunanze orJinarie !e Comunicazioni dei soci residenti si 
succedono per ordine d'iscrizioue. Saranno precedute daHa lettura che fari il Se* 
gretario dei titoli deile Comunicazioni dei soci non residenti, pervenute all'Ufficio 
di Presidenza nell'intervallo tra un'adunanza e l*altra. 

Art. 29.— Rientra nelie specia i attribuzioni dei Presidente tutto ci6 che 
riferiscesi al regolamento delle adunanze ordinarie e straordinarie. 

Art. 80.— I soci non residenti che si trovino temporaneamente in Palermo 
godono di tutti i diritti dei residenti e partecipano a lie votazioni, meno quelle di 
cui agli Art. 15, 25 e 45. 

Art. 8L — Le persone estranee che desiderano assistere alle adunanze ordi* 
naxie del Circolo, debbono, ciascuna volta, essere introdotte da uno d^ sod. 

Dei Rendioonti. 

Art. 82. — Nd RindicotUi del Circolo si pubblicano, per obbligo: 

I.® Gli Estratti dai verhali delle adunanze (redatti dai SegreUri), i qnali con- 
tengono il titolo e, ove occorra, un breve cenno, delle comunicazioni dd sod. 

a.® Le Note e le Meniorie originali comun*cate dai sod ed accettate per la 
stampa dai Comitato di redazione. 

5,® Un bollettino bibliograHco del la produzione matematica nazionale e stra* 
niera, il quale comprende: 

a) il sommario degli articoli di matematica contenuti nelle pubblicazioni ftrio" 
dicht (atti di Accademie, riviste, giornali, etc.) colle quali il Qrcolo scambia i 
suoi Rendiconti; 

h) I'elenco delle pubblicazioni di matematica non p^riodUbt (opere, memorie* 
iiote» etc) che pervengono in dono alia biblioteca del Grcolo. 

Art. 88.— Per tutto che concerne la rivista RindiconH del Circolo MaUmaHco 
di Palirmot il Consiglio Direttivo potri^ attuare quelle rifomie ed estensioni che 
stimeri opportune per accrescerne Timportanza scientifica e meglio soddisfare alle 
esigenze dei cultori delle scienze matematiche. 

Art. 84. — Gli Estratti dai verbali non riproducono le discussion! sdentifiche 
che si fanno nelle adunanze del Circolo; tuttavia se i soci, che vi hanno preso 
parte, desiderano ne sia fatta menzione, essi sono tenuti a rimettere al Segreta- 
rio, nelTadunanza istessa, una Nota per iscritto, la quale, in ogni caso, non potri 
eccedere lo spazio di una pagina dei Rendiconti. 

Art. 36.— Le Note, Memorie e Riviste bibliografiche destinate ai Rendiconti 
dovranno essere inedite e scritte in una delle seguenti lingue: ita^iana, latina, 
spagnuola, francese, tedesca, inglese; non potranno pubblicarsi a parte o inserirsi 
in altri periodici scientifici se non dopo che saranno state pubblicate dai Qrcolo 
Gli Autori ne assumono, essi soli, la responsabiliti scientifica. 



StATCrto DBLtA SOOEri. V 

Delia Biblioteoa. 

Art. 86.— II Circolo forma una Biblioteca e scambia i suoi Rendiconti colle 
raccolte sdentifichet nazionali e straniere. 

Art. 87.— I libri, gli opuscoli e le raccolte periodiche acquistati o ricevuti 
10 dofio, o in cambio dei Rendiconti, restano di propriety esclusiva del Circolo; 
in caso dt scioglimento del la Society passano di pien dritto alia Biblioteca G)mu- 
nale di Palermo. 

Art. 88.— II regolaroento speciale della Biblioteca, approvato dai sod resi- 
denti, potri stabilire le norme per accordare a domicilio, a' soci residcnti e non 
itsidentiy I'uso temporaneo degli opuscoli scientifici. 

Artw 89. — Sui fondi provenienti dalle contribuzioni annue dci soci, non pu6 
essere stanziata alcuna somma per la Biblioteca. 

Delie entrate e delie spese. 

Artb 40. — Le entrate del Circolo sono: 

i^ le contribuzioni dei soci; 

i^ il prodotto della vendita dei Rendiconti; 

3° i sussidii e doni che il Circolo potr4 ricevere da privati o da enti moral!. 

Art 4L — Le spese del Circolo si dividono in ordinarie e straordinarie. Le 
spese ordinarie sono : 

i^ le spese d'ufficio, inclusavi Tannua pigione del locale per la sede del Circolo; 

2^ le spese di stampa e spedizione dei Rendiconti. 

Per ogni spesa stradrdinaria h necessaria deliberazione delPassemblea dei soci 
residentL 

Art. 42. — II Tesoriere ha la gestione economica degli affari sociali, tanto 
attivi che passivi. impiega i fondi disponibili, provvcde alle spese ordinarie ed a 
quelle straordinarie votate dall'assemblea dei soci residentL 



Art 43.— Rimangono abrogati tutti gli articoli dello Statuto provvisorio 
del a marzo 1884. 

Art 44.— Qualunque proposta per aggiunta o modificazione. al presente 
Statuto dovri^ essere sottoscritta da almeno 30 soci ed approvata dalla Society 
colla maggioranza di almeno '1, dei votanti. 

Art 45. — ^Nel caso di scioglimento della Society, Tassemblea generate dei 
soci resident!, coH'intervento di almeno 'Ij dei medesimi, dclibercri sulla desti- 
naiioQe dei fondi sociali rimasti disponibili. 

Articolo transitorio. — Le prime elezioni per TUfficio di Presidenza e pel 
Consiglio Direttivo saranno fatte dall'Assemblea dci soci resident!, convocati in 
apposita adunanza straordinaria. 



UFFlCiO Dl PRCSIDENZA 

PEL BIBIINIO 1898-99. 

Caldarera, presidente.— Maisano, vice presidcnte.— Gerbaldi e GMoia^ 
segrctari. — de Franchis e Pepoli, vice scgretari. — Poroelli, tcsa- 
riere. — Buooa e Conosoente, bibliotecari. 



CONSIGLIO DIRETTIVO 

(G)mitato di redazione det Rendicmti) 
PEL TRIENKIO 1 897-98-99. 

Re si den ti: Albeggiani, Gebbia, Gerbaldi, Guooia, Torelli. 

Non resident!: Beltrami (Roma), Bianchi (Pisa), CapaUi (Na- 
poli), Cerruti (Roma), Cremona (Roma), Del Pezzo (Napoli), Jung 
(Milano), Loria (Geneva), Maisano (Palermo), Mittag-Leffler 
(Stoccolma), Peano (Torino), Pinoherle (Bologna), PoinMr4 
(Parigi), Volterra (Torino). 

Delegato dal Consiglioperdirigerela pubblicazione 
del Rendiconti (Art. 20 dello Statuto): Guooia. 



EFFEMERIDE DELLE ADUNAKZE ORDINARIE PEL t8»8. 

Genoajo 9, 23 Luglio 10, 24 

Febbrajo 13, 27 Agosto 14, 28 

Marzo 13, 27 Setterabre 

vacanze 
Aprile 10, 24 Ottobre 

Magglo 8, 22 Novembre 13, 27 

Giugno 12, 26 Dicembre 11, 25. 



VII 



ELENGO DEI SOCI 

(lO LUGLIO 1898) 



[S. P.] =s Socio perpetuo (Art. 11 dello StaitUo). 



RESIDENT I. 



AATA OSLLA HOMING. 

^hh >2 gennaJQ. Agnello Francesco [Girgenti: 24.6.1866], ingognere— Pia^^a 

Sla^ianit j, paiax^o Messina. • 

1U4, 2 marza Alagna Rosario [Partanna (Prov. di Trapani): 12. 7. 1853], 

ingegnere, prof, nel R. Istituto Marghcrita in Palermo— 
Via Cslso, 66. 

iMji a ouraa Alboggiam Micheic Luigi [Palermo: 7. 3. 1852], ingegnere, 

corrispondente del la Society di Scienzc Naturali ed Econo- 
raiche di Palermo; libero doccnte di Geometria analitica 
nella R. UniyersitA; inc. di Stereotomia nelia R. Scuola 
d'applicaciooe per gt'Ingegnori e prof, di Matematica nel 
R. Istituto Tecnico di Palermo— iii/i/a Banditorey 4. 

1U9, 23 diccnibre. Bagnora Giuseppe [Bagheria (Prov. di Pa*crmo): 14. 11. 

1865], ingegnere, dottore in matematica; inscgnantc di Ma- 
tematica nel R. Educatorio Maria Adelaide di Palermo.— 
Via Paolo PaUrnostro^ 9/. 

iSSft, 26 agosto. Basile Ernesto [Palermo: 51. i. 18)7], architetto, accadc- 

mico di merito del la Romans Accadcmia di Belle Arti di 
S. Luca, socio onorario delle Rea^i Accademie di Belle 
Arti di Miiano, di Bologna e di Carrara; prof, onorario 
del R. Istituto di Belle Arti di Napo'i; socio attivo della 
R. Accadcmia di Scienze, Lettcre e Belle Arti di Palermo; 
socio corrispondente della Societii di Scienze Naturali ed 
Economiche di Palermo; direttore dci lavori del Teatro 
Massimo di Palermo; direttore e profcssore di Architct- 
tura del R. Istituto di Belle Arti in Pa'ermo; raembro 
della Giuau superiorc di Belle Arti; prof. ord. di Archi- 



▼m 



BLENOO DEI SOQ (RBSIDEim). 



1S84. 



1884, a marza 



DATA DELLA NOMINA. 

tettura tecnlca nella R. Scuola d'applicaxione per gringe 
gneri di Palermo — Fia FilUfranca, 46. 
a marza Bontade Gioyanoi [Palermo: ay. 4. 1857], ingegnere — Ofrs^ 

Scini^ 180. 
34 marzo. Boitiiio Francesco [Palermo: 14.8. 1855], ingegnere civile 

ingegnere di Minicre di Zolfo; prof, di Matematiche ne 
R. Ginnasio Giovanni Meli^ assistente a1 Gabinetto di Co 
struzioni nel R. Istituto Tecnico di Palermo— Fw VUla 
rosOt 12. 
1894, 12 agosto. Bacoa Fortunato [Palermo: 11. 10. 1874], dottore in Ma 

tematica, assistente alia cattedra di Analisi superiore nelh 
R. University di Palermo— Fta Emirieo Amari, 8j. 

Caldarera Francesco [Randazzo (Prov. di Catania): $.5.1825] 
socio attivo della R. Accademia di Scienze, I^ttere e BeII< 
Arti di Palermo, socio ordinario della Societi di Scien|< 
Naturali ed Economiche di Palermo, membro della Sodeti 
Matematica di Francia; socio corrispondente del!*Accademij 
Pontaniana di NapoH, dell'Accademia Gioenia di Catania 
del I' Accademia Dafhica di Acirea^e, dell'Accademia di 
Scienze, Lettere ed Arti di Modena, dell'Associazione cMa< 
thesis » d*Italia; presidente del Grco^o Matematico di Pa- 
lermo; prof. ord. di Meccanica razionale nella R. Univer 
siti di Palermo— f7a Lihirtd, Palano Giampaolo. 

Gmrio Luigi [Napoli: 19. la. 1855], dottore in Matematica 
prof, nel R. Liceo Umberto P di Palermo — Via SaJvaiart 
Mecchy r. 
27 diccnibrc. Gonoscente Euplio [Petralia Sottana: 30. 9. 1874] — Vu 

Jlbergheria, 9/, 1° p^. 

Gonti Ignazio, dottore in Matematica, prof, ne! R. Istltutc 
Tecnico di Palermo— Kia CastrofiUppo^ t. 

Correnti Vincenzo [Vallelunga (Prov. di Caltanissetu) 
15. II. 1 871], dottore in Matematica — Piaxia Garrafftllo^ 6 

D'Arone Giovanni Domenico [Palermo: 11. la. 1859], inge- 
gnere, dottore in Matematica, assistente alia Cattedra di 
Geomctria pratica ed Hsercitazioni di Topografia nella 
R. Scuola d*applicazionc per gl*lngegneri di Palermo — 
Fia dill'Esposiiiom, 9. 

De Franchis Michele [Palermo: 6.4. 187$], dottore in Ma< 
tematic^, assistente alia cattedra di Geometria analitica c 
projcttivu cJ alia cattedra di Geometria superiore nclla 
R. UniversitA di Palcrmo-'ria 20 SiUmbre^ jj. 



1888, 14 ottobre. 



1896, 
1885, 

1897. 
1 836, 



8 fcbbrajo. 



27 giugno. 



24 gennajo. 



1895, 1} gennajo. 



bLSKoo DEI soa (residemti). 



1884, a marzo. 



1884, 2 marzo. 



1887, 27 luglio. 



1884, 2 marxa 



DATA DELLA NOMIMA. 

1SS5, as geniujo. IM Simone Guglielmo [Palermo: 7. 9. i86a], ingegnere — 

Fia Principe Scordia% 11. 

Fileti Enrico [Palermo: 6. a. 1833], corrispondente della 
SodeU di Scienze Natural! ed Economiche di Palermo; pre- 
side e prof, di GeograHa astronomica ed Astronomia nau- 
tica nel R. Istituto Nautico Gioeni-Trabia di Palermo — 
R, Istituto Nautico. 

Ctobbia Michele [Palermo: 7. a. i8$4], membro della So- 
cieta Matematica di Francia, libero docento di Meccanica 
razionale nella R. UniversiU ed inc. di Statica grafica nella 
R. Scuola d'applicazione per gl'Ingegneri in Palermo — 
Pia^^a BoJogni, a;. 

Gerbaldi Francesco [Spezia (Prov. di Genova): 39. 7. 1858], 
dottore in Matematica, membro della Societi^ Matematica 
di Francia e della Deutsche Mathematiker^Fereinigung; se» 
gretario del Comitato Italiano pel « Repertorio Bibliogra« 
fico delle Scienze Matemitiche »; prof. ord. di Geometria 
analitica e projettiva ed inc. di Anilisi superiore nella 
R. Universitii di Palermo— Fia Gaetano Daita^ u. 

Guccia Giovanni Battista [Palermo: ai. 10. 18$ 5] [S. P.]» 
dottore in Matematica, socio attlvo della R. Accademia 
di Scienze, Lettere e Belle Arti di Palermo, corrispon* 
dente delta Society Reale delle Scienze di Liegi, della So- 
chtk Filomitica di Parigi e della Societi di Scienze Natu- 
ral i ed Economiche di Palermo; membro della Society Ma- 
tematica di Francia e dell'Associazione Francese pel pro- 
gresso delle Scienze; membro della Commissione perma* 
nente internazionale pel « Repertorio BibliograHco delle 
Scienze Matemitiche »; direttore dei Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo*^ prof. ord. di Geometria supe- 
riore nella R. Universitil di Palermo — Fia Ruggiero Set* 
timo, 28. 

Ghigliuzzo Angelo [San Piero Patti (Prov. di Messina): 
16. 10. 1861], prof. inc. nella Scuola Tecnica Scini — Fia 
Divisi, 89, 

La Blanna Domenico [Palermo: 2. 5. i8$6], ingegnere — 
Fia Polacchi^ j6. 

La Mensa Giovanni [Palermo: 13. x. 1847], ingegnere, 
prof, di Costrui'.ioni, disegno relative e Geometria descrit- 
tiva nel R. Istituto Tecnico di Palermo — Fia Rosolino 
Pilo, 14. 
imd. Ore MaUm., t. XII, parte i\— Stampato il 12 luglio 1898. ^ 



1897, 28 febbraja 

18S7, 13 febbrajo. 
1S37, 16 gennajow 



ELEMCO DEI SOQ (rBSIDBHTI). 



1890, 22 giugna 



1886, 1 3 aprile. 



1884, 2 marzo. 



DATA DBLLA NOMINA. 

1898, )o gennajo. La Motto di S. SO^resiro Giaseppe [Nicosia (Prov. di 

Cataaia): 2). 9. 1876] — Tia 5*. AgosUno, 7* primo piano, 

Lanza Giuseppe, conte di Mazzarino [Palenno: 6. ). 1866], 
merobro del la Societi Siciliana per la Storia Patria— f7a 
Maequida, palaxxp Maxiarino. 
1896, 27 dicembre. Xjo Monaco Aprile Luigi [Palenno: 4.4. 1875], dottore in 

Matematica, prof. inc. n^^l Ginaasio-Convitto Guglielmo di 
Monrca!e— Kia Principt Seordia^ $1- 

M a c al o ao Dainiano [Palenno: 27. 4« 1845], ingegnere» socio 
attivo del la R. Accademia di Scieoze Lettere e Belle Arti 
di Palermo, socio ord. della Societi di Sdenze Natarali 
ed EcoQomiche di Palermo, socio corrispondente dell' Ac- 
cademia Gioenia di Catania; prof. ord. di Fisica sperimcn- 
tale ed inc. di un corso di Fisica elementare pd farmadsti 
nella R. UniversiU di Palermo— 2?. Universitd. 

Maisano Giovanni [Mezzotuso (Proy. di Palermo) : 2). 5. 
1852], dottore in Scienze Fisico-Chlmiche, dottore in Ma- 
tematica, socio ordinario della R. Accademia Peloritana di 
Scienze, Lettere e Belle Arti di Messina; prof. ord. di Al- 
gebra nella R. University di Palermo— Pm Omodsi, 17. 

Mioeli Lorenzo [Senise (Prov. di Potenza) : 21. 2. 1861], dot- 
tore in Matematica— Fia OretOt 6^. 

Patom6 Francesco Pao'o [Novi Ligure (Prov. d* Alessan- 
dria): 11. 5. 18 )2], ingegnere-archttetto, prof. inc. di Cjeo- 
metria descrittiva con di segno nella R. University e prof, di 
Matemattca nel R. Istituto Tecnico di Palermo— Pta^^a i} 
FitHmg, 18. 

Pepoli Aiessandro [Palermo: 16. 3. 1852), ingegnere, prof. 
nella R. Scuo*a Tecnica G.igini— Fia Isidoro La Lumia, jt. 

Pintoouda Carlo [Palermo: 8. 12. 1837], ingegnere, socio 
corrispondente della Society di Sdenze Naturali ed Econo- 
miche di Palermo; prof, straord. di Meccanica applicata alle 
macchine ed inc. di (^ostruzioni stradali e ferroviarte nella 
R. Scuola d*applicazione per gl'Ingegneri in Palermo — 
Fia Ingham^ 18. 

Politi Giuseppe [Palermo: 4. 8. 18$ 2], ingegnere presso la 
Society Italiana per le Strade Ferrate della Sicilia — Fia 
PergoUf 14, 

Porcelli Salvatore [Palermo: 16. 11. 1843], ingegnere— Kia 
Filippo ParJatoret casa Porctlli, 

Roti^liano Salvatore [Pa'ermo: 22. 12. 1853], ingegnere, 



1892, 28 fcbbrajo. 
1884, 2 marzo. 



1884, 
1884, 



2 marzo. 



2 marzo. 



1884, 2 marzo. 



1884, 

1886, 



2 marzow 



7 febbrajo. 
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AATA DILU NOMINA* 



1896, 27 dicembre^ 
18II4, 2 maria 



1892, } gennajo. 



1S97, 10 ^nnajo. 
1888, 14 giugno. 



1888, 5 febbrajo. 



i^4i 14 gennajo. 
1886, 7 febbrajo. 



libero docente in Macchine a vapore, assistente alia cat- 
tedra di Costruzioni stradaii e di Meccanica applicata alle 
macchioe nella R. Scuola d'applicazione per gl'lngegneri 
in Palermo — Fiaxx^i 13 y^ittimit i6, 
Saladino Domenico [Palermo: 30. 5. 1857], ingegnete— r^a 

Oreio. 28. 
Salmni^Faoe Giovanni [Montemaggiore Belsito (Prov. di Pa- 
lexmoy. 7. 1 a 184a], ingegnere, socio corrispondente del la 
Society di Science Naturali ed Economiche di Palermo; 
prof, straord. di Meccanica applicata alle Costruzioni ed 
inc. di Geomctria pratica nella R. Scuola d'applicazione 
per gl'lngegneri in Palermo — Via Lincoln^ 90. 
Solar Balsano Emanuele [Palermo: 29,8. 1867], ingegnere, 
dottore in Matematica, libero docente di Geodesia e assi- 
sleate al gabioetto di Geodesia nella R. University di Pa- 
lermo— f'/fl Principe Scordia^ //. 
Spail6 Dicmisio [Serra San Bruno (Prov. di Catanzaro): 

24. 4. 1872] — Via Giardinaccio, ii, 
Torelli Gabriele [Napoli : 26. 3. 1849], dottore in Matema- 
tica, socio residente deli'Accademia Pontaniana di Napoli, 
socio corrispondente del la R. Accademia di Scienze Fisiche 
e Matematiche di Napoli e delta Society di Scienze Natu- 
rali ed Economiche di Palermo; preside del la Facolta Ma- 
tematica e prof. ord. di Calcolo infmitesimale ed inc. di 
Fisica matematica nella R. University di Palermo — Via 
Malaipina^ 41, 
Venturi Adolfo [Firenze: 22.9. 18$ 2], dottore in Matema- 
tica, socio attivo del la R. Accademia di Scienze, Lettere e 
Belle Arti e socio ord. della Society di Scienze Naturali 
ed Economiche di Palermo; prof, ord, di Geodesia teore- 
tica ed inc. di Meccanica superiore nella R. University di 
Palermo— ^ifl Cuba, 29. 
Viola Achil'e, ingegnere — Via Cappuccini, 9. 
Zona Temistocle [Porto Tolle (Prov. di Rovigo): 7. $. 1848], 
socio attivo della R. Accademia di Scienze, Lettere e Belle 
Arti di Palermo e della Society di Scienze Naturali ed 
Economiche di Palermo; 1° Astronomo del R. Osserva- 
torio Astronomico di Palermo; libero docente di Astrono- 
mia ed inc. di Geografia fisica nella R. Universita di Pa- 
lermo — Osservatorio Astronomico^ Palaxxp Reale. 



hi 
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DATA DBLLA HOIOIIA* 



NON RESIDENTL 



1894, II marza 



1887, 14 aprile. 



1890^ 23 marza 



DATA DELLA NOIONA. 

1894, 8 aprile. Amamdo Domenico [Marano (Prov. di Napoli): 2. 2. i8s4l» 

dottore in Matematica; socio deirAccademia Pootaniaiu, 
libero docente di Algebra complementare nella R. Univer- 
sity di Napoli; prof, nel R. Collegio MiliUre e nel R. Isti- 
tuto Tecnico di Napoli.— fTa Pignasicea^ Ss^-NapolL 

Amici Nicola [Acquasanta (Prov. di Ascoli Piceno): 21. 
ID. 1866], dottore in Matematica. — McmUcasHno {Prov. M 
Caserta). 

Amodeo Federico [Avellino: 8. 10. 1859], dottore in Mate* 
matica, libero docente in Geometria projettiva e coadiutore 
alle cattedre di Calcolo inlinitesimale e Algebra comp1e> 
mentare nella R. Universiti^ di Napoli; prof, nel R. Isti- 
tuto Tecnico G. B. della Porta.— Fbmfro, via ScarlaUU i>— 
l^apoU. 

Aiidr6 D6sir6 [Lyon: 29. 3. 1840], gii all ievo della Scoola 
Normale Superiore di Parigi, aggregato dcll'Universiti, 
dottore in Sdenze matematiche, merobro onorario e gii pre- 
sidente della Socletd Filomatica di Parigl, membro e gii 
presidente della SocietA Matematica di Franda; membro 
della Commissione permanente intemaiiotule pel « Reper- 
torio BibHogradco delle Sdenze Matematiche »; prof, di 
matematiche speciali nel collegio « Stanislas ». Ru9 Va»^ 
qmlin^ 28 — Paris. 

Appell Paul [Strasbourg: 27. 9. 1855], membro dell'Isti- 
tuto di Francia (Accademia delle Scienze, sezione di Geo- 
metria), gi4 presidente della Society Matematica di Francia, 
prof, alia Facolti delle Sdenze di Parigi. — Ru$ Le Verrier^ 
6 — Paris. 

ArzeUi Cesare, dottore in Matematica, membro della R. Ac- 
cademia delle Scienze deiristituto di Bologna, corrispon- 
dente della Society di Sdenze Naturali ed Economiche di 
Palermo; prof. ord. di Calcolo indnitesimale ed inc. di 
Analisi superiore nella R. University di Bologna. — R. Un/- 
versith — Bologna, 
1896, 26 gennajo. Aatonne L^on [Odessa (Russia): 28. 7. 1859], gii allievo 

della Scuola Politecnica di Parigi, ingegnere di Ponti e 



1891, 12 aprile. 



1888, II marzo. 
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DATA DUIA NOIOMA. 

Strade, dottore in.Scienze roatematiche; Uureato dell'lsti« 
tuto di Francia; membro del la Societi Matematica di Fran- 
cia; « maitre de conferences » nella Facoltii di Sdenze di 
Lione. — Rui MotUbernard, 9 — Lyon (RbdnCf France). 

iS88| II mano. BasBani Anselmo [Vicenza: 24. 8. x8$6], dottore in Mate- 
matica, professore di Matematica nella R. Accademia Na- 
val e di Liyomo. — R. Accaditnia Navale — Livorno. 

1888, 4 mana Beltrami Eugenio [Cremona: 16. 11. 1835], presidente 

della R. Accademia dei Lincei, uno dei XL della Society 
Italiana delle Scienze, membro effettivo del R. Istituto 
Lombardo, socio nazionale non residente della R. Accade- 
mia delle Scienze di Torino, accademico pensionato della 
R. Accademia delle Scienze di Bologna; socio estero della 
Societi^ Reale di Gottinga; corrispondente dell'Istituto di 
Francia (Accademia delle Scienze), della R. Accademia 
delle Scienze di Berlino, della R. Accademia di Scienze, 
Lettexe e Belle Arti del Belgio, della Society Reale di Na- 
poli, della R. Accademia di Modena, della Societd Reale 
delle Scienze di Liegi, della Society Filomatica di Parigi; 
membro onorario della Society Matematica di Londra; socio 
onorario della R. Accademia di Scienze, Lettere e Belle 
Arti di Palermo; membro del Consiglio superiore della 
P. I.; prof, emerito delle RR. University di Pavia e di Pisa, 
prof, onorario della R. University di Bologna; prof. ord. 
di Fisica matematica ed inc. di Matematiche superiori nella 
R, University di Roma. — Fia di Panispernat S^^-Roma, 

1888, 4 marzo. Bertini Eugenio [Forli: 8. 11. 1846], dottore in Matema- 
tica, membro libero del R. Istituto Lombardo, socio cor- 
rispondente della R. Accademia dei Lincei e della R. Ac- 
cademia delle Scienze di Torino; prof, onorario della 
R. University di Pavia; prof. ord. di Geometria superiore 
ed inc. di Geometria projettiva e descrittiva con Disegno 
nella R. University di Pisa. — R, Universiti — Pisa. 

1887, 4 dicembre. Berzolari Luigi [Napoli: i. 5. 1863], dottore ia Matema- 
tica; prof, straord. di Geometria projettiva e descrittiva 
con Disegno neDa R. University di Torino. — R, Univer" 
silll — Torino. 

1^0, 9 novembre. Bettazzi Rodolfo [Firenze : 14. i x. 1861 ], dottore in Matema- 
tica, libero docente in Calcolo infinitesimale nelle RR. Uni- 
versity di Pisa e di Torino; prof, di Matematica nel R. Li- 
ceo Cavour e nella R. Accademia Militare di Torino.—!^ 
Lk$o Cavaur^Torino. 



BLENCO DEI SOC( (non RBSIDBHTI). 



DATA DEU.A NOMINA. 

1S9], 34 dicetnbre. Bianchi Luigi [18. t. i8j6J, doiiore in Matetnaiica, udo 
dd XL della Socieii lulLuu delle Scknze, socio naiio- 
nale dvIU It. Accadt'iiija dd Liiicei, accutetnico corrispon- 
deute delU R. AccademiA delk Sden» deirUticuto di Bo* 
logna; prof, ord. di Geotnetria aoalitica ed inc. di Maienu- 
tidie superior! oella R. University di Pisa. — R. Univtriili — 
Pisa. 

1S96, s gennajo. Blasema Pieiro IFiuitiicello prusa Aquileja (Friuli): 19. 
1. i8}6J, senatore del Regno, uno dei XL della Societi 
Italiana delle Sdeoiu, menibro l- segreUrio della R. Acca- 
deniia del Liocei, membro d'oaore della R. Accademia di 

5. Cecilia e di quclla di S. Luca, della Socieil di Fisica 
di Ginevrj, della Sodetl Elvetica delle Sdenie, dell'Ale- 
neo di Bergamo; cnrrispondente delle RR. Accademie di 
Torino, Napoli, Bologna c del R. Istituto Veneio; sodoono- 
rario della R. Accademia di Scienze, Lellere e Belle Arli 
di Palermo, dutiore (honoris causa) di medicioa nella 
K. UniversiU di KAnigsberg; diretiore delTUfifido ceoirale 
per 11 Corista intcmaiiooale; prof. ord. dl Fisica sperinien- 
talc nella R. Lniversitd e diretiore del K. Isiituto Ptsico 
di Roma.— fi.. /liiiuio Fitko, via di Panisperna. S9— Roma, 

1S88, 9 sectcmbrc. Bordiga Giovanni [Novara: 1. 4. 18^4], doiiore in Mate- 
mjiica, socio corrisponJenie del K. Isiituto Veneto di 
Scienie, Lctiere ed Arli; libero Jocenie di Geonietria pro- 
jettiva e descriltiva nella R. Universili dl Padova; prof. 
nel R. Istiiuto Tecnico di Venezia. — S. Lio—Vennia. 

1889, 14 lugllo. Bortolotti Eilore IBo'ogna : 6. ). 1866], dottore in Mace- 
nutica; libero docente di Algebra nella R. Universitl di 
Roma; prof, nel R. Liceo Umberco 1° di Roma. — Via 
Manin, jS — Roma, 

1898, la luglio, Bourget Henry, douore in Scieme matem^tiche, astronomo 
aggiuDio all'Osscrvaiorio astronomico di Tolosa. — Rum 
Si.'Jacqius, 30—TouUast (Haule-Garonitt, Fratce). 

18S7, 4 diccnibre. Brambilla Alberto [San Zenone al Po (Prov. di Pavia): i}. 

6. iSj8], doitoru in Maiematica, libero docente in Gcome> 
iria projettiva nella R. UniversiU di Napoli; prof, nel R. Li- 
ceo Vittorio Emanuele di Napoli. — R. Lieeo Vittario Ema- 
tiiielf— Napoli. 

1S88, J fcbbrajo. Breglia Eroesto [Napoli: 4. i. i36}], ingegaere, doitore in 
Matematica; libero docenle di Statica grafica ed assistente 
alU cattedra di Statica grafica nella R. Scuola d'applica- 
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zione per gl*lngegneri in Napoli.— Fia Trinitd degli Spa* 
gmoli-^NdpoU. 

in% 10 mtrzo. Borali-Forti Cesare [Arezzo: 13. 8. 1861], dottore in Ma- 

tematica; prof, nella R. Accademia Mi'itare di Torino. — 
. R, Accad$mia Military — Torino, 

t^t 8 logllo. Bnrgaiti Pietro [Cento (Prov. di Ferrara): a8. a. z868], 

dottore in Matematica, assistente alle cattedre di Mecca- 
nica razionale e Calcolo infinitesimal e nella R. University 
di Roma. — Via Principe Amedeo, lyj — Roma. 

1884, 2 marza Glipelli Alfredo [Milano: 5. 8. 185$], dottore in Matema- 

tica, socio ordinario residente della R. Accademia delle 
Scienze di Napoli; socio residente del I* Accademia Ponta- 
niona di Napoli; socio onorario della R. Accademia di 
Scienze, Lettere e Belle Arti di Palermo; direttorc del 
GiornaU di Matematichi; prof. ord. di Algebra complemen- 
tare ed inc. di Analisi superiore nella R. University di Na<- 
poli. — /?. University ^ Napoli. 

1897, 10 genoaja CSarslaw Horatio S. [Helensburgh (Scotland): 12. 2. 1870], 

M. A. Cantab.; member of the Mathematical Societies of 
London, and Edinburgh; Senior assistant to the Professor 
of Pure Mathematics in the University of Glasgow, Scot- 
land. — The University — Glasgow (Scotland.) 
Gassar^ Giuseppe [CaUtafimi (Prov. di Trapani): 25. 6. 
1875I, dottore in Ma tematica. — Calatafimi (Prov, di Tra- 
pani), 

1894, II febbrajo. Gastellano Filiberto [Pietra Marazzi (Prov. di Alessandria): 

6. 3. i860], dottore in Matematica, prof, nella R. Acca- 
demia Militare di Torino. — R, Accademia Militare — Torino. 

i^> 10 gennajo. Gastelli Enrico [Livorno: 5. la. 1869], dottore in Fisica; 

prof, nel R. Istituto Tecnico di Aquila. — R. Istituto Tec* 
nico-^Aquila. 

1S89, 13 gennajo. GastalnuoTO Guido [Venezia: 14. 8. 1865], dottore in Ma- 
tematica, socio corrispondente della R. Accademia delle 
Scienze di Torino, prof. ord. di Geometria analitica e pro- 
jettiva nella R. Universitii di Roma. — Pia\;{a S. Pietro in 
Vincoliy S — Roma. 

1885, 8 febbrajo. GavaUaro Francesco [Cefald (Prov. di Palermo): 6. 8. 1855], 

dottore in Matematica, prof, nella R. Scuola Tecnica e nel 
Liceo Mandralisca di Cefald. — R. Scuola Tecnica — CefalU 
(Prov. di Palermo). 
'W> 5 dicerobre. Germti Valentino [Croce Mosso (Prov. di Novara): 14. 



1897, 8 agosto. 



xn 
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a. 1850], nno de* XL della Sodeti luliana delle Sdenzc, 
socio nazioDa!e della R. Accademia dd Liiicd» membro 
de!I*Accadeinia Iroperialc A!enianQa Leopoldino-Caroliiu 
de* Curiosi della Natura, della Socictil Matenutica di Fran- 
da e della Sodeti di Sdenze Matematiche e Natanli di 
Cherbourg; preside della Facolti Matematica e prof. ord. 
di Meccanica razioaale ed inc di Matematiche superiori 
nella R. University di Roma.— F2a ITAieglio, tS^Rtma. 

i8SS« 1 1 nursa 4?T^«*Tmi Francesco [San Martino dell'Argine (Prov. di Man- 

tova): 10. 8. 1848], ingegnerq sodo effcttivo della Acca- 
tlemia Gioenia di Catania, socio corrispondente deirAcca- 
demia Virgi liana di Mantova; prof. ord. di Geometria pro- 
jettiya e descrittiva con disegno ed inc di Geometria su- 
periore nella R. Universiti di Catania. — R, VmivirsM — 
CaUmU. 

1898, 10 lug^ia CSani Edgardo [Rocca S. Casdano (Prov. di Firenze) : 7. 

10. 1864I, dottore in Matematica, libero docente di Geo- 
metria projettiva ed analitica, e prot inc. di Statica gra- 
fica ne'la R. University di Pisa. — -R. UmivtrsUd -^ Pisa. 

1898, 27 febbraja Gooti Alberto [Firenae: ). 12. 1873], gii allievo della 

R. Scuola Norma^e Saperiore di Pisa, dottore in Matema- 
tica; prof, nella R. Scuola Normale di Belluno. — R, Scuoia 
Normale — Belluno, 

1895, 38 aprilc. Gordone Gerolamo [Genova: ). 11. 1867], dottore in Mate- 
matica, assistente alia cattedra di Algebra e Geometria 
analitica nella R. Universiti di Genova e nella R. Scuola 
superiore Navale. — FU Cannato il Curto^ it, inL f — 
GfMot'a. 

^^9^ S gcnnajo. Cossemt Eugene [Amiens (Somrae, France): 4. ). 1866], 

giii allievo della Scuola Normale Superiore di Parigi, ag- 
gregato delTUniversiti, dottore in Sdenze Matematiche; 
assodato ordinario de! I* Accademia delle Sdenze, Inscri- 
zioni e Lettere di Tolosa; membro della Sodeti Matema- 
tica di Franda; prof. Ji Calcolo differenziale ed integral e 
neirUnivcrsiti di Tolosa. ^ Rug tU M$i^ x — Toulouss 
(Hiiif#*Garo««w, France). 

<898, a I gtnnaio. Qomw&rwkt Francois [Douai (Nord. France): 26. la 1852], 

gii allievo della Scuola Politecnica di Parigi, ingegnere 
capo di Ponti e Stradq membro della Societi Matematica 
di Francia. — Boulevard St.^Germain^ 112 — Paris. 
4 dicembre. Costa Gregorio [Mapoli: 29. 5. x856]» dottore in Matema- 
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AATi DOJLk NOMINA. 

tica ed ia Fisica, ingegnere; prof, di Fisica applicata nel 
R. Istituto Tecaico e prof, di Fisica sperimentale nel CoU 
legio Militaredi Napoli. - Via Tribunal^ t94-'NapoU. 
1887, 30 Dovembre. CSremona Luigi [Pavia : 7. la. 1830], senatore del Regno, ex 

Ministro del I a P. I.; LL D, Edinb., Foreign F. R, 51,. Hon, F. 
C. P. 5.; presidente della SocieU Italiana delle Scienze 
(detta dei XL), socio nazionale della R. Accademia dei 
Lincei, socio nazionale non residente della R. Accademia 
delle Scienze di Torino, raembro effettivo del R. Istituto 
Lombardo; corrispondente dell'Istituto di Francia (Acca- 
demia delle Scienze), della Reale Accademia delle Scienze 
di Berlino e della Imperiale Reale Accademia delle Scienze 
di Vienna; socio delle Reali Accademie delle Scienze di 
Amsterdam, Bologna, Monaco, Napoli, Palermo, e delle 
Societi Reali delle Scienze di G)penhagen, Gottinga, Liegi, 
Praga, delta Societi^ Matematica di Francia, di Praga; cor- 
rispondente della Societi Filomatica di Parigi; membro 
onorano della Societi Matematica di Londra, della Societii 
Filosofica di Cambridge, dell*Associazione Britannica pel 
progresso delle Scienze; prof, onorario della R. Universitii 
di Bologna; membro del Consiglio superiore di P. I.; prof, 
ord. di Geometria superiore nella R. Universiti di Roma; 
direttore della R. Scuo^a d'applicazione per gl'Ingegneri 
in Roma. — PiaxXfi S, Pietro in VincoU^ $ — Poma, 
j8S8, 5 febbrajo. Delia Rocca di Gandal Gino [Napoli: t. 3. 1848], inge- 
gnere, Regio Ispettore Capo delle S trade Ferrate.— Itt«fo 
il Mugnont^ 2 J — Firenie, 

1886, 5 diccmbre. Del Pezzo Pasqua^e, duca di Cajanello [Berlino: a. 5. 1859], 

dottore in Diritto e in Matematica, socio deli' Accademia 
Pontaniana e della R. Accademia delle Scienze Fisiche e 
Matcmatiche di Napoli, socio corrispondente del R. Isti* 
tuto d'Incoraggiamento in Napoli; membro della Societii 
Matematica di Francia; prof. ord. di Geometria superiore 
nella R. University di Napoli. — ^la Tasso — Napoli, 

1887, 13 febbrajo. Del Re Alfonso [Ca'itri (Prov. di Avellino): 9. 10. 1859], 

dottore in Matematica; socio attuale della R. Accademia di 
Scienze, Lettere ed Arti, e della Societi dei Naturalisti di 
Modena; socio corrispondente dell* Accademia Pontaniana 
di Napo'i; prof. ord. di Geometria projettiva ed analitica 
ed inc. di Analisi algebrica nella R. University di Modena.— 
R, Universitd — Modena* 
RpuL Qirc hM$m,, X. XII, parte i\— Stampato il 12 luglio 1898. f 
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1896, 26 gcnnaja 



1S94, 22 luglio. 



DATA DELLA NOMIMA. 

1895, 10 marzo. Di Pirro Gtovanni, dot tore in Matemitica. — Fim Macbuh 

Villi, 4% int, ij — Roma. 
1887, 4 dicetnbre. D'Oridio Earico [Campobas^: 11. 8. 1843], »»> ^^ ^^ 

della Societi^ Ita!iaiu delle Scienze, sodo naiSooale delta 
R. Accademia dei Lincei, socio residente della R. Acca« 
demia delle Scieoze di Torino; corrispondente del R. Isti- 
tuto Lombardo, della R. Accademia delle Sdenze di Na* 
polit socio dell* Accademia Pontaniana; socio onorario del* 
TAccademia di Scienze ed Arti di Modena; membro delle 
Societi Matematiche di Franda e di Praga; preside della 
Facoiti Matematica e prof. ord. di Algebra complementare 
e Geometria anaUtica, ed inc. di Analisi superiore» nella 
R. University di Torino. — Corso Oporto^ 30 — Torimo. 

Dar&n Loriga Juan J. [La Corufia (Espafia): 17.6. i8s4]« 
membro della Society Matematica di Franda e deirAsso- 
ciazione Francese pel progresso delle Scienze; Director de 
la Academia Preparatoria para Carreras Qviles y Mill- 
tares; G)mandante de Artilleria. — La CorulU (Spagum), 

Enriques Federigo [Livorno: 5. i. 187 1], dottore in Mate> 
matica, prof, straord. di Geometria projettiva e descrittiva 
con disegno nella R. University di Bologna.-— Fm S. Gin- 
lianos 2 (Straia SUfano) -^ Bologna. 

Fano Gino [Mantova: s- >• 1871], dottore in Matematica, 
socio effettivo della R. Accademia Virgiliana di Sdenze, 
Lettere ed Arti di Mantova; libero docente e assistente alia 
cattedra di Geometria analitica e projettiva nella R. Uni- 
versity di Roma. — Piana S. PUtro in Fincoli, /— Ranw. 

Fiorentiao Gioacchino [Lercira Friddi (Prov. di Palermo): 
9. 10. 1864], dottore in Matematica, prof, nel R. Ginnasio 
di Caltaoissetta. — R. Ginnatio -^ Caltanissitta. 

Floridia Giorgio [Modica (Prov. di Siracusa): 23. 7. 1867], 
dottore in Matematica, prof, nel R. Ginnasio di Modica. — 
R, Ginnasio — Modica, 
1887, 4 dicembre. Foaret Georges [Paris: 1% x. 1845], gii^ allievo della Scuola 

Politecnica di Parigi, ex-capitano del Gcnio; membro ono- 
rario della Society Filomatica di Parigi; giil presidente della 
Societi Matematica di Francia; membro del Consiglio della 
Societil d*Incoraggiamento per I'Industria nazionale; membro 
della Societi degl'Ingcgniri civili di Francia e dello «In- 
stitut dcs Actuaires fran^ais »; membro dell'Associazione 
praQcese pel progresso delle Spienze; membro della Com- 



1893, 8 gennaja 



1 891, 1 3 gennajo. 



1890, 5 genntjo. 




tin, 'i nuggi" 



B pernijneate ireicrn«iionale pel • Reperiorio Biblio- 
gttfKO delle Sd«ntc M^teiiiJiiche ■; csaminatore di anntiis- 
iione e ripciitorc di Meccantca nelU Scuol^ PoliK 
Parj^i. — Rut Ifaibington, l6 — Paris. 

Galdeano Don Zoc! Garck dc {Pampldna (Spagna): 5, 7. 
1346], iJottare in Scknie maiemjliche, licenzUto in Filo- 
soda t Leiiere ed in Scienie liskhe, membra corrispon- 
dcDie delia R. Accademia duHe Sdenie maiematicbe, fisi- 
che e Ditutjii di Spagnj e delU K. AccaJeniiadelleScicaie 
dl LisbcDj; prof, di Calco'o ditkrenziale ed inccgrale nella 
Univcrsxti di Saragojea.— CaW« d*J Co«, «° 99,pitoj°— 
Zaragoii (Spitgna}. 

Garibaldi Ceiari' [Genovi : 27. j. 1865], ingegnere, dottore 
ill Matcmalichc, assistcult: alU caltedrj di Cakolo inCini- 
lejinuie nella R. Universiii di Gcnova.— fio Salbi, }S— 

Giiulice Francesco [Codavilla (Prov. di Pavia): i. j. 1855], 
ingcgnt^re. doitnrc in Maiemallca, prof, nel R. Istiluio 
Tecnico di Gcnovt; Jil»:ro daci;nte di Algebra corap'emcn- 
lare ed inc. di Analisi superiore nella B. Universiti di 
Genova. — R. Illituto Teenito — Ctnova, 

Giimaldi Giovan i'ietro [Modica (Prov. di Siracusa): a8. lO. 
iii6o], dnicore in Fisica, socio elTetiivo e scgretario del- 
I'AccaJemia Gtoenia di Caiania, prof. ord. di Fisica speri- 
meou'e ed inc. di un corso di Fisica per i medici ed i 
fj(tn»cisii Delia R. Universiti di Catania.— «, Uiivtrsili— 
Catania. 

aalsted George Bruce (Newark (New Jersey. U. S, A) ; 
15. II. i8iil IS. P.], A. M. (Princeton): Ph. D. (Johns 
Hopkins); Ex-Fellow of Princeton College; twice Fellow of 
Johns Hopkins University; Intercollegiate Prizeman; s 
lime Instructor in Post Graduale Mathematics, Princeton 
College; Proressor of Mathematics, University of Texas, 
Austin, Texas; Mtmber of the American Mathematical So- 
ciety; Member of the London Mathematical Society; Mem- 
ber of 111 e Association for the Improvement of Geometri- 
cal Teaching; membre honoraire du Comiti Lobaichefsky; 
Fellow of the American Association for the Advancement 
of ScJcncjc; Mitglied dor Deutsche Maihematiker- Vercini- 
gung; Mienibro Jc la Sociedad Cientllica « Alzate ■ de 
Mexico; Socio Correspcnsal de la Sociedad dc Geografia y 
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DATA DELLA NOMIlf A. 

Estadistico de Mdxico; membre perp^toel de la SoaM Ma- 
thtoiatique de France; President of the Texas Academy of 
Science. — Justin {Texas^ U. S. A,). 
i887» 4 dicembre. Humbert Georges [Paris : 7. i. 1859] [& P.], gii allievo 

della Scuola Politecnica di Parigi, tngegnere delle Mine, 
dottore m Scienze matematiche, membro titolare della So' 
cietii Filomatica di Parigi, membro della SodetA Matema- 
tica di Francia; membro della Commissione permanente in- 
ternazionale pel « Repertorio Bibliografico delle Sciense 
Matematiches; professore di Analisi alia Scuola Politecnica 
di Parigi. — i{ii# Daubigny^ 10 — Paris. 

1888, 9 settembre. Jadansa Nicodemo [Caropo!aturo (Prov. di Benevento): 14. 

10. 1847], dottore in Matematica, socio residente della 
R. Accademia delle Scienze di Torino, socio corrispondente 
dell'Accademia Pontaniana di Napoli; prof. ord. di Geode- 
sia teoretica nella R. Universiti di Torino; profl straord. 
di Geometria pratica nella R. Scuola d'Applicazione per gli 
Ingegneri in Torino. — R. Universitd — Torino. 

1889, 9 giugna Jordan Camillo [Lyon: 5. i. 1838] [S. P.], membro deU 

ristituto di Francia (Accademia delle Scienze, sezione di 
Geometria), socio straniero della R. Accademia dei Lined, 
corrispondente del R. Istituto Lombardo di Sdenze e Let- 
tere, membro della Societi Filomatica di Parigi, della So' 
cietii Matematica di Francia, dell'Assodazione Francese pel 
progresso delle Sdenze; membro onorario della SodetA 
scientifica di Atene; ingegnere capo delle Minq direttore 
del Journal di Matblmatiquis pures et appliquUs; prof, di 
Matematiche al CoUegio di Francia; prof, di Analisi alia 
Scuola Politecnica di Parigi.— -Rii« ds Fannn^ ^S^Paris. 

1887, 5 giugna Jong Giuseppe [Milano: 16. 3. 1845], dottore in Matema- 

tica, membro effettivo del R. Istituto Lombardo di Sdenze 
e Lettere, membro della Societi Matematica di Francia, 
membro onorario deH'Associazione Britannica pel progresso 
delle Scienze; prof. ord. di Statica grafica e Geometria pro- 
jettiva nel R. Istituto Tecnico Superiore di Milana— Fia 
BorgonuovOf 9 — Milano, 

1892, 24 gennajo. Kerbedz, Mme Eugenie de. — KouinieUcbnoi^ i4'-SL'Pi- 

Ursbourg {Russii), 

1889, 10 novembre. Ba«iiseMartinJohann[Wildknit(Ostpreussen): 29.6. 185 1], 

dottore in Flosofia, membro della Society Reale delle 
Scienze di Lipsia, prof. ord. nel Politecnico di Drcsda.— 
KMgl. Sicks. Tuhnisch$ Hocbscbul$^Dr$sdm{fimrmasda). 
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X.aiaaiit Charles Ange [Basse-lDjrc, Loire ttir^rieure (Fran- 
ce): t. It. 1841], giik allievo detla Scuola Politecntca di 
Parigi, dottore in Scienie matematichc, tnembro delU So- 
cielA Filomatica dt I'arjgi e dclla Society Maiernatjca di 
FtaiKia, membro corrispandcnie delle RR. AcMdemie di 
Sciciue di Liabana e di Madrid, dell'Isiiiuto di Coimbn, 
della SocieU di Scienie fisiche e natutali di Bordeaux, della 
R. Accademia di Scienze, Lettere ed Arii di Padova, del- 
I'lstiluto Naiiooale di Gioevra; gi^ presidente delle due 
prime seiioni dell'Associazione Francese pe! progresso delle 
Scicnze e della Sncieti MaCemaiica di Fraticia; segreUrio 
della Commissinne piTtn^ncnte internaiionale pel tReper- 
lorio Bibliografico delle Scienze Matematiche »; dlrcliore 
delle NeuvelUi Annalts dt Mathimatiquts e dell'/nttrm^- 
iiairtdtt ida&imaticUns; ripetiiore di Meccitnica allaScuola 
PoiitecDica di Parigi. — Avenue fitlor Hugo. 16a — Paris. 

Lauricella Giuseppe [Girgeaii: 15. 11. 1S67I, i^oiiore in Ma- 
lemaiica, libero doctntc di Fisica niaCeraatica nclla R. Uni* 
versiti di Pisa; prof, siraord, di Calcolo infinitesimale nella 
R. Universiii di Calania. — Piana CapptlUni, casa Chia- 
rtnfji, p° a" — Catania, 

Levi Beppo [Torino: 14. ;. 187;], dottore in Matematica, 
assistente alia calteJra di Geometria pcojeitiva e descril- 
liva nella R. Universici di Torino.— Fi'a Paslrtngo, la — 

LeTi-Civita Tullio [Padova; 39, ). 187J]. dottore in Ma- 
temaiica, prof, sliaord. di Meccanica raiionale ed inc. di 
Meccanica superiore nella R, University di Padova. — fia 
S. GaitOBo — Padava, 

Loria Giao [Mancova: 19.5. 1861], dottore in Matematica, 
socio corrispondente della R. Accademia di Scienie, Let- 
tere ed Arii di Modeaa, delt'Accademia Pontaniana di Na- 
poli e della R. Socicii Boema delle Scienze; membro del- 
r« Association for the Improvement of Geometrical Tea- 
ching*; corrispondente delU R, Accademia Virgiliana di 
Scienze, Lettere ed Arti di Mantova e delU Socjeti scien* 
tifica « Anioaio Alzaie » del Messico; membro della Deutj- 
cher Maihemaliker-Vereinigung; direttore del BolUltinodi 
Bibliogrqfia e Storia dtllt Scit<nimaltmalUbe^pio(.otd.di 
Georaeiria superiore ed inc. dl Geometria descritiiva nella 
R. Universiti di Geneva. — Paiio Caffaro, i — Ctnova. 



tm ftUNOo t» toa (moii imonm). 

DATA DBLLA MOmNA. 

1894, 23 dkembre. IfauArlaiie Alexander (Blairgowrie (Scocland): 21. 4. i$si\ 

dottore in Scienze Matemadche e Fisiche, dottore ooorario 
deirUniversiti del Michigan, sodo delta Societi Reale di 
Edimburgo, membro del Consiglio diretdvo deiristitoto 
degii Ingegneri elcttrici di America, deirAccadcmia di 
Scienze del Texas; corrispondente della Societi scientific^ 
€ Antonio Alzate » del Messico; General Secretary of the 
International Society for the promotioa of qoatenuons and 
allied Mathematics; prof, di Fisica matematica nella c Lefaigfa 
University » di South Bethlehem. — LMgh UfdversUy — 
South Bakl$bem (Pimuylvania, U. S. A.). 

1S90, 23 marza MmcTi'Vincctuo,ingcgneTC.'-'CastilUnmini{Prav,iiGirgeMii). 

1894, 14 gennaia Ifancdni Ernesto, ingegnere. — Tm Lungara^ io^Ramm, 

1888, 13 maggia Maroolongo Roberto [Roma: 23. 8. 1862], dottore in Ma- 
tematica, libero docente di Meccanica razionale nella R. 
University di Roma; prof, straord. di Meccanica raxlooale 
ed inc. di Fisica matematica nellt R. University di Mes- 
sina. — R. Univ€rsit& — Masina. 

>^97> 14 novembrc. Martin Artemas [Steuben Co. (New York, U.S. A.): 3.8. 

183$], M. A., Ph. D., LL. D.; Member of the London 
Mathematical Society; Membre de la Soditi Mathtoiatiqoe 
de France; Member of the Edinburgh Mathematical Society; 
Member of the American Mathematical Society; Member 
of the Philosophical Society of Washington; Fellow of the 
American Association for the Advancement of Sdencq 
Editor of the Mathematical Visitor; Editor of the Maiha^ 
matUal Maga%ifu,~- U. S. Coast and Gecditie Survey Office 
-^Washington {District of Colimhia, U. S, A.). 

1886, 24 gennajo. Martinetti Vittorio [Mantova: 11. 8. 18$ 9], dottore in Ma- 

tematica, socio ordinario della R. Accademla Peloritana di 
Scienze, Lettere e Belle Arti di Messina, corrispondente 
della R. Accademia Virgiliana di Scienze, Lettere e Belle 
Arti di Mantova e deir Accademia Gioenia di Catania; 
preside della Facolti Matematica e prof. ord. di Geometria 
projettiva e descrittiva con disegno ed inc. di Geometria 
superiore nella R. University di Messina.— i^ Universitd — 
Messina. 

1887, 13 febbrajo. Masoni Udalrigo [Napoli: 11. 7. 1860], dottore in Matema- 

tica, ingegnere; socio ordinario residente dell' Accademia 
Pontaniana; socio ordinario residente del R. Istituto d*In- 
coraggiamento di Napoli; libero docente di Meccanica ra- 
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limiale oelU R. Uaiversitl; prof. ord. di Iilraulica teore- 
tica e ptitici oeWi R. ScuoIj d'app'.kiiione per gl'Iage- 
gneri in NapoJi. — S. Polito, 4f — Hapoli. 

rrr. Hassarini Sig.m tgmii, tlottorc;ja in Matematica, tit. di 
Mtwmitica nclla Scuola Tecuica Fcmminile Maruuaa Dio- 
Qig[ ed inc. di Matematica nel Ginnasio E. Q. ViwoDii 
(Seiioni femminili) di Rom.i. — ria Nd^ionalt, tfS—Roma. 

>. Uattina Cesare [P.ilermo: 14. 6. i368J, dotlori; in Matc- 
tnatica; prof, nella R. ScuoU Normalc Femminili; di Co- 
Scnza, — CoStn^a. 
Medolaghi Paolo [Fircme; »(. 11. iS7j], dottore in Ma- 

lematici, — Via Minin, 617 — Roma. 
Blarlani Adolfa IBoIogna; ji. 7. 1856], doitnre in Mjtem.i- 
lica, a^iistente alia cattcdra di Cslcolo ialiniteiiniale nella 
R, Universiti di Bologna. — fi.t Indipindeija, 19 — Bologna. 
Mittag-Lafflsr G9«a [Stoccolma (Sveiia): 16. y 1846], 
dottore in Filowiia, dottrtre onrjririo in Matematica (dl 
Bologna); membro d5ll'.\ccademi3 Reale dolle Science di 
Sveiia, delli Societi Reile delle Scienie di Upsala. della 
Societt Reale delle Scieme di Norvegia, della Socioti Rcale 
delle Scienze di Copenaghen. della Societi delle Scienze di 
Fiolandia, dslla Societi Matematica di Francia, delU Societi 
Attronomica di Lipsia; membro onorario della Societi Fi- 
losolica di Cambridgs; corri^pondenie delta Societi Rcalc 
delle Sciente di GotCinga e della SociL-ii Reale delle Scienze 
di Liegi; redittore capo degli Acln MalhimalUa; prof. ord. 
di Aoalisi lupuriore n^lla University di Sioccoliiij,— C/ni- 
versili — Slaekhalm t,Svt^ia). 
HontssaDo Doraenico [Potcaia (Prov. di Baiilicata): 11. 
II. i36[], dottore in Matematica; prof, ord, di Geofflelria 
projettiva nella R. Universiti di Napoli, — Ptaija Donna- 
Ttgina, 4 — Napoli. 

o. Bloora EliaUm Hastings [Marietta (Ohio, U. S. A.): 16. 1. 
i86aj. donore in Filosoria, membro dell'Accademia delle 
Sciemc del Connecticm e della Societi Matematica Ame- 
ricana; prof, di Matematiche ncll'Univer^iti di Chicago. — 
The Univeriity of Chicago {minois. U. S. A.). 
I 1S8;, 4 dicembre. Vorera Giacinio (Novara: 18. 7. t8;6], dottore in Matema- 
tica socio corrispondcntc della R. Accademin dei Lincci; 
prof, ord. di McccanicK razionale ed inc. di Fisica m^ie- 
nutica nelU R. Universiti di Genova. — R, Onivtrtiti — 
Grnna. 
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DATA DILLA MOMIMA. 

18SS, 8 gemufo. 



1895, 10 Rurza 



1891* 25 gennajo. 



18959 28 aprile. 



1888, 8 aprile 



iSS;, 4 diccnibrc« 



Vittorio [Gmio: 12. 7. i860], dottore in Idatema- 
tica, prof, nel R. Liceo di Alessandria. — R» Liuo — Alu* 
sindria, 

Neppi Modona Aogelo [Cento (Prov. di Ferrara) : 1 5. 10. 
1862], ingegnere civile, dottore in Matematica, proC nel 
R. btituto Tecnico di Ancona. — R. IsHtuto Ticuico — Anama. 

Pad Paolo [Ameglia (Prov. di Genova): 13. 5. 1847], dot- 
tore in Matematica, dottore aggregato della R. Universiti 
di Genova ; prof, nel la R. Scuola Superiore di Applicazione 
per gli Stud! Commerciali e nel R. Liceo Colombo di Ge- 
nova. —^. Liao Colombo --Gtnov^. 

Painlerft Paul [Paris: s- 12. 186)], gii allievo della ScuoU 
Normale Saperiore di Parigi, dottore in Sdenze ; pro£. ag- 
giunto nella Faco!ti delle Sdenze di ParigL — l?ii# if 
Rmuus^ 99-^ Paris. 

I*ataiii6 di Seaaa Eraanaele [Palermo: 12. 12 1847], s<Aa- 
tore del Regno, gii sindaco di Palermo, oonsigliere como- 
nale di Palermo; membro del Consiglk) soperiore di Pub- 
b!ica Istruzioaq ano dei XL della Sodeti luliana delle 
Sdenae, socio nazionale della R. Accademia d^ Lined, 
sodo attivo delta R. Accademia di Sdenze, Lettere e Belle 
Arti di Palermo, corrispondente delle Reali Accademie 
delle Sdenze di Napo!i, di Torino, del R. Istituto Lom* 
bardo di Sdenze e Lettere, dtX R. Istituto Veneto di Sdenze, 
Lettere ed .\rti, della R. .\ccademia Gioenia di Catania, 
dell* Accademia Peloritana di Messina, della Sodeti Sden* 
tifica Argentina ; membro ooorario della Sodeti di Sdenze 
(isiche di Bukharest ; membro della Sodeti Chimica di Her- 
lino e della Sodeti di Sdenze Naturali ed Ecooomiche di 
Palermo; dottore ooorario dell* Universiti di Erlangen; 
proT. onoririo della R. Universita di Palermo; direttore 
de'la Ga;^<tta dtauM ilalia^a; proC ord. di Applicaziooi 
de!U Chimica ed ioc, di Chimica analitica nelU R. Uni- 
versiti di Roma ^ I'm .Va^£oa</«, i^ •— R^m^ 

Paano Giuseppe [Cunco: 27. 8. 18$ 8], dottore in Matema- 
tica; socio restdente della R. .\ccademia delle Sdenze di To- 
rino; membro de*!a Sodeti sdemifica c Antonio Alzate » 
de! Mcssico; direttore dela RiviOM £ lOtaMftfc; prof! 
ord. di Ca'colo in&iitesi:na*e nella R. Universiti di To- 
ricK>; proL ii Calcolct in:uiitesinu*e nella R. Accademia 
Miliiine di Tonaoi — X. IWrarali — Pi 
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DATA OELU MOMINA. 

iS^ 14 dicembre. PannacchiBtti GiovAoni [ArccviA (Prov. di Ancona) : 25. 

7. i8>4|, dottore in Scienze Fisico-Matematiche ; membro 
effettivo dell'Accademia Gio^nia di Catania, membro della 
Societi Italiana di Fisica; prof. ord. di Meccanica razio- 
na!e ed inc. di Fisica Materaatica nella R. University di 
Catania. — R. University — Catania, 

1398, 12 giugno. Pema Alfredo [>^apoli: 21. 9. 1873], dottore in Matema- 

tica, prof, nella R. Scuola Norma^e di Lecce. — *Corso Vit' 
torio Emanuehy i$ — Luce (Prov, di Terra d*Otranto). 

1S97, logennajo Fetrovitch Michele [Belgrado (Serbia): 6. 5. 1868], gii 

allievo della Scuola Normale Superiore di Parigi, licen- 
ziato in Scienze Fisiche, dottore in Scienze Matematiche; 
membro corrispondente dell'Accademia Reale di Belgrado, 
dell'Accademia delle Scienze di Agram e della Societii 
Matematica di Firancia ; prof, di Mitematiche nella Facolti 
delle Scienze di Belgrado. — Kossantcb'FenaCf 26 — Belgrade 
(Serbia), 

1890, 13 aprile. Picard fimile (Paris : 24. 7. 1856], dottore in Scienze Ma- 
tematiche; membro deiristituto di Francia (Accademia delle 
Scienze, sezione di Geometria); corrispondente delle Acca- 
demie delle Scienze di Berlino, Bologna, Pietroburgo, To- 
rino, e della Society Reale delle Scienze di Gottinga; mem- 
bro e giii presidente della Society Matemitica di Francia; 
prof, di Analisi superiore nell'Universiti di Parigi; prof, di 
Meccanica generate nella Scuola Centrale delle Arti e Ma- 
nifatture di Parigi. — Rue Soufflott 13 — Paris. 
Fieri Mario [Lucca: 22. 6. i860], dottore in Matematica, 
libero docente di Georaetria projettiva nella R. University 
di Torino, prof, nella R. Accademia Militare di Torino. — 
Corso 5, MaurixiOy 36 — Torino, 
Fincherle Salvatore [Trieste: 11. 3. 1853], dottore in Ma- 
tematica, accademico benedcttiho della R. Accademia delle 
Scienze dell'Istituto di Bologna^ corrispondente della R. Ac- 
cademia dei Lincei c del R. Istituto Lombardo di Scienze 
e Lettere; prof. ord. di Algebra c Geometria analitica ed 
inc. di Matematiche superiori nella R. University di Bo- 
logna. — /?. Universit& — Bologna, 

1889, 24 fibbrajo. PittarelliGiuHo [Carapochiaro (Prov. di Molise): 2. 2. 1852], 

dottore in Matematica, ingegnere, socio corrispondente del- 
TAccademia Pontaniana di Napo'i, prof. ord. di Geometria 
descrittiva con disegno nella R. University di Roma e di 
^^ Qirf. MfUem., \. XII, parte i\— Stampato il 16 luglio 1898. d 



1889, to roarzo. 



1888, 11 marzo. 



XXVI 



BLEMQO DO SOQ (mOH RBStDEMTl). 



1890, 23 nurza 



DATA DELLA KOMINA. 

Applicazioai di Geometria descrittivt nelU R. Scuola dt 
applicuione per gl'Ingegneri in Roma; inc. delle confer 
reoze alia Scuola di Magistero per la Matematica.*— P/«^« 
S. PUtro in Vincoli, j-^Roma. 
1887, 4 dicembre. Pinma marchese Carlo Maria [Geneva: a6. 9. i837]> P<ot 

ord. di Ca'colo infmitesimale nella R. UniversiU di Ge- 
neva. — ria S, Sebastiamo, 6 — Genova, 

Poinoar6 Henri [Nancy (France): 29. 4. 1854], menabre del- 
ristitato di Francia (Accademia delle Scienze, seziene di 
Geometria), socio straniero della R. Accademia del Ltocei» 
membre e giii presidente della Societi Matematica di Fran- 
cia, membre dcH'Asseciazione Francese pel pregresso delle 
Scienze, etc; presidente della Cemmissione permaaente in- 
temazionale pel € Repertorie bibliografice delle Sdeiue nu- 
tematiche*; giii allieve della Scuola Politecnica; doctore 
in Scienze matematiche; ingegnere delle Mine; membre del 
€ Bureau des Longitudes »; prefessore di Meccanica celeste 
nella University di Parigi. — Rm Claud^Birnardt 63 — 
PaHs. 

Poroalli Onofrio, preside del R. Istitute Tecnice di Bari.-^ 
Rigio IstUuSo T$enico — Bari. 

Preritera Carmelo [Linguaglossa (Prov. di Catania): 18. ). 
1868], ingegnere, dottore in Matematica, membre della So- 
cieti Meteerelogica Italiana. — Linguaglossa (Prov. ii Ct- 
Umia). 

Puglisi Mattia [Messina: 6. 4. 1871], dottere in Matema- 
tica.— Fia Giurha, 2i-~Mtssina. 

Roiiia Vincenzo [Coma* 22. ti. 1862], dottere in Matema- 
tica, prof, straord. di Geodesia e Geometria prattca nella 
R. Scuola d'applicazione per gl'Ingegneri in Rema«-^ 
Pia^ia S. Pietro in Fincoliy j — R^a. 

Retail Virginio [Marciana Marina (Prov. di Livomo): 24. 
II. 18)}], dottere in xMatematica, prof, nel R. Licee C. Bec- 
caria di Milano. — i{. Licio C. Beccaria — Milano. 
1894, 23 dicembre. Rioci Gregorio [Lugo (Prov. di Ravenna): 12. i. 1853], 

dottere in Scienze Fisico-Matematiche, socio corrispendente 
del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti; prof, 
ord. di Algebra complementare ed inc. di Fisica Matema- 
tica nella R. Universiti di Padeva. — Pia^a Vittorio Etna" 
niuU lit 26)^ — Padova, 
)987, 1} fcbbraja IUn4i Scipione [Lqcc4: 29. ;e, i8}9]i dottere in M^tem^- 



1894, 13 maggia 
1888, 14 ottobre. 



1898, 26 giugne. 
1890, 12 gennaje. 



1887, 27 febbrajo. 



ELEKCO DEI SOCI (kON RESmENTl). 



Mni 



h DILU KDMINA. 



tiu, prof, net R. Vicea UAcbtiveWi m Luca. ~ Fia Elisa, 
14 — Lueca. 

RODCO Nino Emilio [Geoova: 17. 11, 186;], ingegnere, 
dotiore in Malcmjtica; ^ssistente alU cattedra di Geome- 
Iri3 projcttivii nelU R. UniversiiJi di Gcnova; prof, di 
IdrAulica c Mauliine idraulichc nelU ScuoU Superiors 
Nava'e di Geoova. — fia Soma, 10 — Geneva, 

Rudio Ferdinando, pro)', nella Scuoli Politecnica di Zurigo. — 
Ftldtggitratst, 64 — Zurich (Sv^'^tra). 

Roffini Tcrdinando Paolo [Reggia Emilia: 1. 4, 181]], in- 
gegniiri:, daiioce in Scienze; socio Bcnedetlino delU R. Ac- 
cadnmii difllc Scienze deli'hiitum di Bologna; socio per- 
manenie della R. Accadcniij di Scienze, Lettvre ed Art! 
di ModvDa; socio corrispondente dclU R. Accademia di 
SciCQzc, Lettere ed Arii di Padova e del R. Isiituto Ve- 
neio di Scieaie, Leiteie ed Arti; prof, cmetiio dcUa R, Uni- 
vccsiti di Bologna. — R. Univtnita — Bologna. 

Rosso Giovanni iCatantaro; ;. 9. i8}i], prof, di Matema- 
lica neli'lstiluio Tecuico pattggiato e nella Scuola Tecnici 
parcggiata di Caianzaro. — yia Sealfaro, pala^^o PugUist, 
jo y,o — CaUinliifo. 

Sadnn Elcia [Piiigliano ( Prov. di Grosseto): 19. i. l8}8], 
doiiore in Matcniatica, prof, nel R. Isiiiuio Tecnico e Del 
R. CollegioMiliiaredi Roma, — A, Ittituto Tttnico — Roma. 

SalTatore-Dino Nicola, socio residentedell'Accademia Pon- 
Uniina di Napoli, corrispondence deUa R. Accademia delle 
Scienze di Napoli; prof. ord. di Geomeiria analitjca nella 
R. Universiii di Napoli. — Fia Foria, 141 — Napoli. 

Schlegel Victor [Fraokfutt -lo: 4. J. 184)], doiiore in Fi- 
losofia, membro dell'Accademia Imperiale Alemanai Leo- 
poldino-Carolina de' Curiusi della Natura, dclla SocieU 
Maiemacica di Francia e deU'Ametican MathetnatiMl Society; 
prof, nella Reale ■ Maschinenbau-Schule ». — Kiniglieht 
Maiehintabau-SebuU — Hagen >1b'. (Gtrmania). 

Scott Charlotte Angas (Lincoln (England): 8. 6. 1858], 
D. Sc. London; Member of the London Mathematical 
Society; Member of the American Mathematical Society; 
Professor of Mathematics in Bryn Mawr College. — Bryit 
Mauir Colhgi — Bryn Matur (Ptnnijlvania, U. S. A). 

Segre Corrado [Saluuo (Prov. di Cuneo) : :o. 8. iS6}J, dot- 
toic in Matcmatica; udo dei XL delU SockU luliuia 



It 
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BUDiGO D8I soa (mom USIDEWn). 



1898, 30 gcnnajo. 



1 883, 24 giugno. 



1894, 28 gennaja 



1895, ^ dicembre. 



18949 II maria 



DATA DILLA NOMIMA. 

delle Sdenzq sock) residente del la R. Accadcinia delle 
Sctenze di Torino; corrispondenie ddla R. Accadnnia dd 
Lincei e del R. Istituto Lombardo di Scknxe e Letterq 
prof. ord. di Geometria superiore nella R. Universiti di 
Torino. — Corso Vittorio EmanwUt Sj — Tcriua, 

Sevorlni Carlo [Arcevia (Prov. di Ancona): 9. 4. 1872^ 
dottore in Matematica; assistente allt cattedra di Algebra 
e Geometria analitica nella R. Uniipersitii di Bologna.— 
R. Univ€rsitik — Bologna. 

Sfi>nui Giuseppe [Reggio Emilia: 3. 6. 1858]^ dottore in 
Matematica; prof, nel R. Istituto Tecnico di Reggio Emi- 
lia. — R. IsHhiio Ttctdco — Reggio EmUU. 

Somigliana Carlo [Como: 20. 9. i860], dottore in Mate> 
matica, prof. ord. di Fisica Matematica nella R. Universiti 
di Pavia. — i?. UmvirsiU — Pavia. 

Bptlim Ccsare [Vigevano (Prov. di Pavia): 16. 12. 1869I, 
dottore in Matematica; assistente alia cattedra di Mecca* 
nica rationale nella R. Scuola Navale Superiore di Geno- 
va. — MiiM S. GfroUw$a, i-/— Geneva. 

Stndniilca Frana Josef [lanov bei SoUfslav in BOhmen: 
27. 6. 1836], dottore in Filosoiia, membro ordinario della 
Reale Societi Boema delle Sdenze e della Imperiale Ac- 
demia Francesco Giuseppe delle Sdenze in Praga; cor- 
rispondente dell'Accademia delle Sdenze di Agram e della 
Sodeti Reale delle Sdenze di Liegi; membro onorario del 
Club di Sdenze Naturali e della Sodetii Geografica di 
Praga; protettore della Sodeti Matematica Boema; prof, 
ord. nella I. R. University Boema di Fng^.—Bdkmische 
Umiversiiii — Prag (BommUi). 

Tuoh«Ui Giuseppe [Licata (Prov. di Girgenti) : 9. 1. 1852], 
prof, nel R. Ginnasio G. B. Vica^ J. Mandate^ jo—NapolL 

Ttrai M^rchcse Gabriele (Bergamo: 17. 2. 1857], Tenente 

Colonnello di Stato Maggiore, Capo di Suto Maggiore 

della Divisione Militare dl Bresda. — Pala^io T$rji — 

Bftgmi^ 

18S7, 4 dicembre. ToiMUi Alberto [Lucca: 2$. 12. 1849], dottore in Matema* 

tica, corrispondenie della Sodeti di Sdexue Naturali ed 
EcoiKMniche di Palermo ; prof. ord. di Ca1co!o infinitesimale 
ed inc dl Algebra complementare nella R. University di 
Roma, — Pia^*^ S, PMro im yimeoii^ j^Rema. 
Itgy, 14 febbnga IVa^VtrM Nicol6 [Sanma (Prov. di Genova): $. 7. 187a], 



1886, 4 aprile. 
i89St I) gennaio. 



ktSNOo Dn soa (kok rbsidehti). 



IXIJC 



AATA OEUA NOMIM A. 



t$^f II mano. 
1893, 9lugHo. 



2 gemiajo. 



i^Sf 2j dtcembre. 
1888, II mano. 



1889, 10 febbraja 



1896, 27 dicembre. 
1887, 18 dicembre. 



^887, 4 dicembre. 



dottore in Matematica; prof, nel R. Giimasio di Tortona. — 
R. Ginnasio — Toriona (Prav. di Al$ssandria). 

Vallati Giovanni, dottore in Matematica. — Via Serio—Crema 
(Prav. di Cremona). 

Valeii Demetrio [Codogno (Prov. di Milano): 2a. 12. 1848], 
ingegnere, libero docente di Georaetria projettiva nel R. Isti- 
tuto Tecnico Superiore di Milano; R. Provveditore agli 
Studt in Chieti. — CbieH. 

Vaniiek Joseph Silv. [Tdbor (Boh6me) : 7. 3. 1848], corri- 
spondente deIi*Accadtmia Boema di Praga, dellc Society 
Reali delle Scienze di Praga e di Liegi, e del la Society 
Filomatica di Parigi; membro del la SocietA Matematica di 
Francia; prof, nel Liceo di Jilin. — Licie — Jicin (BoemiaJ, 

Verde Felice [Genova: 30. 9. 18$ 2], ingegnere, capitano di 
. Corvetta. — Via Faiioy 2 — Spe^ia. 

Veronese Giuseppe [Chioggia (Prov. di Venezia): 7. 5. 
1854], dottore in Matematica; deputato al Parlamento; uno 
del XL della Society Italiana delle Scienze; membro ef- 
fettivo del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti; 
socio ord. della R. Accademia di Padova e del!o Ateneo 
Veneto; socio corrispondcntc della R. Accademia dei Lincei; 
prof. ord. di Geometria analitica ed inc. di Geometria su- 
periore nel la R. University di Padova. — R. Univirsitd, — 
Padova, 

VIsalli Pietro [Messina: 3. 3. 1 861], dottore in Matematica, 
libero docente nella R. University di Messina; prof, nel la 
R. Accademia Navale di Livorno.— i{. Accademia Navah — 
Livomo, 

Viterbi Adolfo [Mantova: 27. 9. 1873], dottore in Mate- 
tica. — Piax^a S. Teresa^ 1 — Mantova, 

Vivaoti Giulio [Mantova: 24. 5. 1859], dottore in Mate- 
matica, ingegnere; socio della R. Accademia Virgiliana 
di Mantova e della R. Accademia Peloritana di Messina; 
prof, straord. di Calcolo infinitesimal e ed inc. di Analisi 
superiore nella R. University di Messina.—/?. University — 
Messina, 

Volteira Vito [Ancona: 3. 5. i860], dottore in Fisica; uno 
dei XL della SocietA Italiana delle Scienze, socio residente 
della R. Accademia delle Scienze di Torino, corrispondente 
della R. Accademia dei Lincei; prof. ord. di Meccanica ra* 
zionale ed inc. di Fisica matematica nella R. University di 
Torioo. — Via S. QuinHmh 4S — IMno. 



wLbM6 toa soCa (hom ttstram^. 



DATA DELLA XOMDf A. 

i89i» 14 giugno. 



18989 27 febbrajo. 



1895, a6 marzo. 



Vries, Jan de [Amsterdam (Olanda): i. 3. 1858], dottore 
in Scienze matenutiche e fiskhc, membro del la R. Aoca- 
demia di Scienze di OlaDda, del la Sodeti MatematicA di 
Amsterdam, della Societii provinciate di Belle Art! e 
Scienze di Utrecht, della € Deutsche Mathenutiker-Verei- 
nigung 1 ; redattore delle Wiskmidig$ Opgavm e della R^ 
vu€ simuirUlU dss PublUaUoms mathjmatiqms; proL ord. 
di Geometria analitica, di Geometria projettiva, di Geo- 
metria descrittiva e di Geometria differenziale nella Uni* 
versitd di Utrecht.— ila/fV^aan, 43 A ^ Uirecbt (Olanda). 

Weber, Eduard Ritter von [Monaco di Baviera: 12. 5. 1870], 
dottore in Filosofia, libero docente di Matematica nella 
R. University di Monaco di Baviera. — KMginstrasst^ $ — 
MuHcben (BawrOf Ger mania). 

Zanotti-Bianoo Otuvio [Pinerolo (Prov. di Torino): 1$. 
9. 1852], ingegnere, socio corrispondente dell' Accademia 
Properziana del Subasio in Assisi, socio onorario della 
SocietA Meteorologica Italiana, membro della Sede Centrale 
del Club Alpino Italiano; libero docente di Gcodesia teoretica 
nella R. Universitii di Torino. — Fia Mia Roeea^ 28 — 
ortno. 



TOl 

MOWFICAZIONI INTERVENUTB DOPO IL ^ GBNNAJO 1896. 

|Cfr. rcAonuario* del 1896, ovvero il tomo X dei « Rendicontl », 

parte prima, pp. vii-xxx]. 

SOCI MUOVL 

Beutqd, Ganla^ir, GaasarA, Castelli, Glani, GonoBoente, Gonti A., 
Gomnti, Gosaerat F., GogliuisBO, La Kotta di S. Silvestro, Levi B., 
Lo Monaco Aprile, Hartin, lledolaghi, Pema, Petrovitch, Puglisi, 
Boooo, Radio, Saladino, Soott, Sevarini, Span6, Traverao, Verde, 
Vteiii, Yon Weber. 

SoCI DEPUNTL 

Brioaohl, OanabardeUa, Ghiidotti, Bbrraffii, Henabrea 

DlMISSIOM ARI. 

Amtto-Pqlero, Gantone, Gapit6, Greacini, Fiorentino A., Oinliani, 
Goimaraes, La Mamia A., Lazseri, Lebon, Iffartone, ICassixiii, 
Kutriochi, Meaaiiia, Ifiollame, Pertica, Porro, Romeo, Tirelli, 
Tomaidiii. 

SoCI PERPETUI. 

Gnocia, Halsted, Humbert, Jordan. 

MOVIMENTO MEL NUMERO DEI SOCI. 

Sodal 26 gennajo 1896 (vedi I'c Annuario » del 1896) n® 171 

Soci nuovi n*^ 28 

Sod defunti e diraissionari n^ 2 5 

n® 3 n® 3 



Sod al 10 luglio 1898 ^ n® 174 



Stato della Society al id luglio 1898. 

Sod residenti n** 43 

Sod non residenti ditnoranti in Italia n® 100 

Sxi Qoo residenti diraoranti aU'Estero n® 3 1 



Totale n** 174 






EIJNCO DELLB PUBBLICAZIONI PERIODICHE 

CON LI QUALI U. ClRGOLO SCAMBIA I SUOI R j uiJC m U u 



(Olanda). 

Wiskundige Opgaven met dc Oplossingen, door de Ledea van het Whkumdig 
G^ftootscbjp^ ur spreuke voerende : € Een onverxnoeide irbeid komt alles te 
boven ». 

Nieuw Archief voor Wiskaode. 

Revue seniestrielle des publica'tioas raath^matiques, r^digte sous les auspices de 
la SociiU Maibimatiqiu d^AmsUriam^ par MM. P. H. Scuoutb (Groningue)» 
D. J. KoRTEWEG (Amsterdam), W. Kapteyn (Utrecht), J. C Kluyvbh (Leyde), 
P. Zbeiun (Delft). 

AuBtiii (Texas, U. S. A.). 
Transactioos of the Ttxas Acadsmy of Sdtna, 

Baltjfnora (Maryland, U. S. A.). 

American Journal of Mathematics. Edited by Thomas Craig. With the Gvope* 
ration of Simon Nswc^mb. Published under the Auspices of the Johns 
Hopkins Univirsity. 

Beriin (Germania). 

SItAUDgsbcrichttf dor KdnigJicb Preussiscben Akadtmii in WisstnscbafUn ^n Berlin. 
JourntI fUr die rcinc uaJ an^^wandte Mathematik, gegrQndet von A. L. Crbllb 

iSa6. HcriMf^gegeben von L. Fuchs. Mit thatiger ikfbrderung hoher K6niglich 

ProiMiltcher BehArden. 
I ihrbuch Uber die Fortschritte der Mithomatik, begrundet von Carl Ohrtmann. 

Itn Vorcia init aaJorcn Mithoraitikern und uot^r bcsonderer Mitwirkung der 

llcrrcn Fklix MCIller und Albert Wangerin hcrausgegeben von Emil 

I.AMI'K. 

Bologiia (Italia). 

Moinoric detU R. Ait^Jemiu iiUi Sciin^i iilVIstituto ii Bologna. (Meraorie della 

ROfiouo dcllc Sciciuc Fisichc c Matcnutiche). 
RvuJiCOiltO dollc scnioiU dc'.la K. Au^Jimid idle Science isiristitmlo ii Bologna. 



ELENCO DELLB PUBBLICAZIONI PERIODICHE, ETC. XXXIU 

BmzeOes (Belgio). 

fiolletios de VAcadimU Roy ale its Sciences, des Leltres el des Btaux^Arts de Belgique, 
AsDoaire de VAcadimie RoynU des Sciences, des Leltres et des Beaux- Arts de BeU 

CSambiidge (Inghil terra). 

Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 
Transactions of the Cambridge Philosophical Society. 

GharlottesWlle (Virginia, U. S. A.). 

Annak of Mathetnatics (Editorial Board : Ormono Stonb> W. M. H. Echols» 
W. M. M. Thornton; Associate Editors : R. S. Woodward, Jambs Ma 
MiHON. (University of Virginia). 

Coiinbra (Portogallo). 

Jomal de Sciencias Matheraaticas e Astronomicas, publicado pelo Dr. F. Gombs 
Teeuira. 

Dublin (Irlanda> 

Proceedings of the Royal Irish Academy. 

Transactions of the Royal Irish Academy, 

f Cunningham Memoirs » of the Royal Irish Academy, 

Edinburgh (Scozia). 

Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, Edited by W. J. Macdonald, 
M. A., F. R. S. E.; C G. Knott, D. Sc, F. R. S. E., and C Twbbdib, M. 
A.,B. Sc 

Erlangen (Germania). 
Sitzungsberichte der Physihalisch-medicinischen Societdt in Erlangen, 

Gand (Belgio). 

Mathesis, recueil math^matique 4 Tusage des £coles sp^ciales et des ^tablisse- 
ments d'instruction moyenne, public par P. Mansion et J. Nbuberg. 
Rend. Circ* Matem., t. XII, parte i\ — Stampa^o il 21 luglio 1898. $ 



XXJOf ELSMQO OBLLB NBIUCAZIOKI PEtiOOICHB, WtC 



BoIletUao dl Bibliogrifia e Storu delle Sdciue Matcmatidiq pobblicato per cora 
di Gmo LouA. 

GdttmgQB (GemunU). 

Nachrichten too der KamgL GtsdU^^fi icr Wisstmstkiflm t* GdUimgm : Mathe- 

Qutisch-physikaltsche Classc 
Nachrichten TOO der KdmgL GtsdUckmft dtr mssmMchtfim xj^GiUim^: Geschife* 

Ikhe Bfitdieiliuigea. 

• HaUftDK (Nora Scotia, Canada). 
Proceediags and Transactioos of the Mpm SctHmm ImsHiaiB cf Scuaet. 

Hnmtwipy (GermaniaX 

MittheilangeQ der Mmtbtmifitchtu G€ $etf sthm ft t« ^ati^mrg. Redigiert too Rspsold, 
Sandoui and Bcekhi. 



(RassiaX 
Bidrag ti!I Kinnedocn if Fm*inds Njitur och Fok. Utgifiu af fwiU VtUnskaps- 



CJtmrsigt af Fin^^ FtJmshMfiS^Steitttins FSrhmmOirngmr. 

Acu S^€UUiit SeiemHarmm Fmrniat^ 

Ot^fTAtions pahli^es par T Institut MMocoIogiqae Centrale de la SaciHi i$s 



(Tirolo^ Anstria). 
Benchie des NliliymfiijaawAar/ttt rf mt ^ipnit h^ m F^rnmts £■ Imm^rmA, 

Kmm (Rwaia). 



(RassaaX 

AmOci lie rndmnm imf^riiU it AiHw. 



kiMOO i>BLLB P9BBUCAZIO)II PBRIODIckn, FTC. XXtV 



(Rnssk). 

JoQioil de VVnivtrsiU Impiriale ds SU-Vladimir d$ Kim). 

J^dbeiihavn (Daninurca). 

Nyt Tidsskrift for Matematik. Redigeret af cand. mag. P. T. Foldbrrg og dr. 
pWi. C JuBL. (A, B). 

[ Krakow (Galizia, Austria). 

Fanietmk Ahidsmii Umi4j'etnaiei w Krakowie, Wydzial Matematyczno-Przyrodniczy. 
Roiptiwy jikad§mii UmiejetnoicL Wydzial MatetnitycznoPrzylrodniczy. 
Balktin international de VAcueUmie des Sciences de Cracovie, G>mptes rendus des 
sdances. 

Leipslg (Gerraania). 

fierichte Qber die Verhandlungen der Koniglich Sdchsischen Geseltschafi der IViS' 
semscbaftem ^u Leif^ig. Mathematisch-Physische Classe. 

ICathematische Anna^en. Begrundet x868 durch Alfred Clebsch und Carl Neu- 
mann. Unter Mitwirkung der Herren Paul Gordan, David Hilbert, Carl 
Neumann, Max Noether, Karl VonderMQhll, Heinrich Weber gegen- 
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SULLE TRASFORMAZIONl INFINITESIME 
CHE LASQANO INVARIATA UN'EQUAZIONE PFAFHANA. . 

Nota di G. Vivanti, in Messina. 



AdwttBM del 14 noTtmbr« 1897* 



I. Abbiasi un'equazione pfaffiana : 



XU,dx, = o, (I) 



in cui le U^ sieno funzioni qualunque delle variabili ^, > . • . 9 x«. 
La condizione necessaria e sufficiente, perchi la trasformazione infi- 
nitesima : 



lasci invariata la (i), i che sia identicamente (^) : 

±XU,dx, + ±U,d(Xx,)=2f±U^dx,, 

fMi iwi ^1 

(•) L i e-E n g e 1, Tbeorie der Transformations gruppgn^ I. Abschn., Leipzig 1888, 
Cap. 25. 

Rind. Cire. MaUm,^ t. XII, parte i*. — Stampato il 10 djcembre 1897. 1 



▼ITA3f TL 

1 '•^ 



e X. Qnsta rebzioDe pub aoche scri- 



5['s5''-^-IIH='?''''"- 






— [ji;^''''»J^J=?^.« (. = 1.2. ....») 



Pouudd: 






ay 
a*. 



— ",* («« I, ...,«) 



aTTcmo: 



]Er*;. = r^'i — T- (.= 1. ....«) (3) 
Le '''it sodJUfuino evidcnteiceue alle rdazioat : 

t peix^ il dctemiinjinte del sistcmi (;) (coasidento come sistema 
d't^uationi lincjiri rispctto ;lIIc ;J ^ emisimmetrico. 

a* Convicnc <jui, j guisji di digrcssioac, ricordare alcunc pro- 
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prieti note dei determinaDti emisimmetriciy e stabilirne altre che cre- 
diamo nuove (*). 

a) Un dctermiaante emisimmetrico d'ordine dispari h identica- 
mente nuUo. 

b) Un determinante emisimmetrico d'ordine pari ft il quadrato 
d'uoa funzione razicDale intera 6 dei suoi elementi formata come 
segue. 

Sia D = \a,j,\ il determiDante considerato, n il suo ordine, e in 
luogo di 6 scriviamo 6(1, 2, . . . , n); sia cioi: 

D = eXi, 2, ..., If), (4) 

Si ha: 



6(1, 2)=:tf„, e(l, 2, 3, 4)= a„^,4 + ^.,^4^ + ^,4^a,> 

e in generate : 

e(i, 2, ,.. , n) = fl„e(3, 4, ... , «) + ^,36(4, 5, ..-,», 2) 
+ tf.4®(5> 6, ... , n, 2, 3) + . . . + tf„8(2, 3> • • • > '^ — 0- 

e) I miQori d'un determinante emisimmetrico aventi comune con 
esse la diagonale principale (minor! principali) sooo emisimmetrici. 

d) II determinante aggiunio d*un determinante emisimmetrico i 
simmetrico od emisimmetrico, secondoch^ i'ordine del determinante 
ft dispari o pari. 

e) Abbiasi ua determinante £) = |flj emisimmetrico d'ordine dis- 
pari If, e denotiamo in generate con Aii, il minore complementare 
deU'elemento a^i, ; poniamo inoltre : 

Oj = 6(1 + I, i -f- 2, ...,«, 1,2, . . . , I — i). 



(*) Ci giunge ora (dicembrc 1897) una Nota del sig. T. Cazzaniga: So- 
pra i determinanii gohhi (Rend. delTIst. Lomb., s. II, v. XXX, 1897), dove si 
trovano !e esprcisioni dei minori d'ordiuc n — i d'un determinante emisimme- 
trico d*ordine if. 
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— ^Thaf"* "" «'««™i"«e «nisuna,«rico d'ordme pari 
inoltre, come 4 noto (•) : 

ne segue: 

^i* = ».»*(-). ft * = ,......) (5) 

Ora, esseodo D nullo, si ha : 



^^^««=:o, «/=i.a,...,.) 



qaio<ii per Ii ($) : 



• 



^e,4^ = 0. (/=i.a.....,) (6) 



/) Sii oca D d'ordine pari. Prcsi doe indid qualunque tra loro 
diTtfsi I, *, lo STiloppo di D 4 in generale una frnmooe intcra bi- 
tiMtre di m^ a^i doi: 

D =p^^ + f ^ + rtfj. + X, 

dto^t h h ^^ ^ ^^^'^ cOQCei^ooo alcuoo di qod due elemeod, e il 
M WMce compleineotare J^^ di a^ i la derivau di questa 
mpetto ad «^, doi: 

4* = :5i^=/^** + f. 



(«^ Q^tMi ltC4iiMie i esam in gnm^toA t in stgao, come sarebbe facile 
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Nel caso nostro, in cui D & emisimmetricOy si ha : 

D=z9\ aH = — ^ih > 



iDoltre^ come i facile vedere: 



f = -q\ 






e qtundi: 



^ = T 1^ = »:l^„ «• W 



g) Dalla (7) e da note propriety dei determinaDti risulta : 

2r) Dalla (7) risulta pure immediatamente che : 
Se UD determinante emisimmetrico d'ordine n pari h nuUo, lo 
soQO pure tutti i suoi minori d'ordine n — i. 

1) Denotiamo in generale con A^^^i il minore di 2^ ordine 

^ — 5 — del determinante D. Supposto D un determinante emisim- 

metrico d'ordine pari n, Ji^^^|, h un determinante della stessa natura 
c d'ordine n — 2, e il suo valore i il quadrato deirespressione 
fonnata con tutti grindici i, 2, . . . , n eccetto i due i e h] ora que- 

(*) Cfr. Pa scaly / determinanti, Milano 1897, pag. 83. 
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st'csprcssionc non i akro chc il coefficicntc di a^'nclU 8(r, 2, ..,,11), 
ossia— poichi &(i, 2, .. ., «) i linearc rispeito ad a^ — non i altro 

chc -^ — . Si ha perunto : 



^iiwU 



~\daj' 



G)nsiderando che ^,^^ e A^^^ sono minori del detenninante 
emisimmetrico d'ordine dispari A^y si onieoe facilmente [cfr. e)]: 



A _ ^* ^® 



da^ da^^ 



Scriverenx): 



^® -ft . 



si ha : 



^Ai = — 8.4 , 



e le relazioni precedenti possono scriveisi : 

^ii.hk = ^i > -^ii^ =^ ®a ^ik' 

/) Sia ancora £> un detenninante emisimmetrico d'ordine pari 
ft; il suo aggiunto sari pure emisimmetrico. Coasideriamo il minora 
d^ordine 4 di quest' ultimo fornuto coUe linee e colle colonne di 
indici «» Pi Y> ^t ^^^ ^ ^^ determinante emisimmetrico, e il suo 

ttlore i: 

D*«ltra parte esso, per un noto teorema sui determinant!, k 
f^\\$\t al cubo di D moltiplicaio pel minore d'ordine n^^ di D 
vUtcnuto sopprimendo ie linee e le colonne d*indici «, ^, y ^* ^ 
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falore di questo mmore e fcfr. byi ( -= — -r- 1 » ossia I ^q =,- — ) . 



Sahenmo '■ 



= e. 



Tenuto coDto delle (4), ($)» si ha pertanto : 



Facciamo notare come da questa identity risuici che 0^^^ h una 
fiuizione alteniaDte de' suoi indici, ci6 che d*altronde sarebbe facile 
stabilire direttamente. 

ib) Sia D UQ determinante emisimmetrico d'ordine dispari n, e 
pooiamo come prima : 

e^ = 6(1 + I, I + 2, . . . , n, 1,2, . . . , I — i), 

Sieno a, p, y tre indici qualunque ira loro diversi, e suppo- 
niamo, per fissare le idee, a<^p<^Y. Ricordando che n 6 dispari, 
s ha : 

K==^K^ + 1> ••• » «> ^ ••• > *— 

=(— i)^^'8(p, p + I, ... , n, I, ... , a - I, a + I, ... , p - i) 

8a=0(P+i, ...,n, I, ...,p-i) 
= (-i)"**^'0(«, «+!,...> P — I, P+ I, ...,«, i,...,a-i) 

Ora si ha evidentemente, in generate : 

80(i, 2, ... , n — i) A/* , 5s , ^ N 
^- ^ = 6(8 + I, S + 2, ..., w— I, 2, ..., S— i); 



8 G, VIVAKTL 

quiDdi nel caso nostro : 



=(— i/^~'0(Y+i,...,», i,...,a— i,a-}-i,...,P— I, P+i,...,y— i), 

=(— i)'**"*-6(Y+i,...,«, l,...,a— i,«+i,...,p— i,p+i,...,y— i) 

= -- ^. 



Per consegucnza, 

• 


I aOa aOa . t 

tenuto conto che -<— ^ = — s— ^ . si ha : 




ae. a Ob 


Dunque : 




ae. aep 


5«T- ^^»- ^®P- ^^r (j 

a«ap a«T? ^"-T ^"f'' 


Scrivendo : 









si vede che ancbe d^^ & una funzione alteraante dei suoi indici. 
/) G>Dsideriamo I'espressioDe : 

che indichcremo per breviti con Q. Si ha dalla (8): 
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Q=— 6^e^ + y %(ft<^*o^ — V®«t« + V*®«») 



osda, per la (lo) : 



Q = —%^ai^—^^9h%%a^h = — %ya^ — ^^9kK^hjf 



dove, per la (8), la quaatitJi tra parentcsi i nulla. Dunque : 

3. n sistema lineare (3), il cui deterroinante h emisimmetrico, 
h incompatibile o indeterminato sq n h dispari, non lo & general* 
mente (ma pu6 esserlo) se fi & pari. 

Supponiamo dapprima n pari. 

Consideriamo il caso in cui il sistema & determinato, e indi- 
chiamo con A il determinante delle F^j^ , con Rf^ i minori di esso 
d'ordine n — i. Risolvendo il sistema, avremo : 



A5, = Z*«(P^» -»"*). 03) 



e di qui per la (2): 






Ma, poich& n & pari, il determinante aggiunto di A & emisim- 
metrico, quindi -R^, = — i?,;^ , e per conseguenza : 

2;i?„t7,i7* = o, 

Rend. Circ, Matem., t. XII, parte i*. — Stamj)ato il 15 dicerabrc 1897. 2 
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sicchi la preccdente relazione divieoe : 

che h un'equazione lineare a derivate parziali a cui deve soddisfare 
la funzione W. La p pu6 essere qualunque, e le ^ sono determinate 
dalle (13). DuDque : 

Se Tequazione pfaffiana (i) cootiene un numero pari n di va- 
riabilis e se A non i identicamente nullo, presa una funzioDe W la 
quale soddisfaccia all'equazione lineare (i4)> ed una funzicne p qua- 
lunque, la : 

h la piii generale trasformazione infiDttesima che lascia invariata 
la (I). 

Se, essendo n pari, A^o, allora [n^ 2, b)] anche tutti i mi* 
nori d'ordine n — i di A sono nulli; ed afEnchi il sistema (j) sia 
risolubile devono sussistere fra i second! merobri due relazioni lineari 
omogenee indipendenti : 

j— 1 <— I 

dove le S^^^ denotano minori d'ordine n — 2 di A. 

Ora si ha dalla (5)^ essendo la nota espressione relativa al 
determinante A : 

^ii,«< = ®w ^li 9 ^mi,U = ^-i Ki » 

sicch^,- sostituendo e sopprimendo un fattore comunc a tutti i ter- 
mini, Ic due equazioni divengono : 



ie,(pC7,- Jr,)=o, X^^(9 u, - W,) = o, 
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doode eliminando p : 



»-i 



!«.* u,. Z»- »"- - Z».* u,.XK w, = o. 



i—s 



Poichi non contiene elementi ad indici eguali, si ha ^^^z=.o, 
e per6 estendendo 1^ somme senz'altro da i ad n si vengono ad 
aggiungere soltanto dei termini identicamente iluUi. Pertanto pu6 

saiversi : 

Ora si ha dalla (lo), tenuto conto che, per ipotesi, = o: 
ossia: 

sicchi soscituendo e sopprimendo il fattore 0^, si ha : 

Presa una futizione W che soddisfaccia a questa equazione H- 
"'^re a derivate parziali, p sarik determinata da una delle due re- 

I I 

II sistema (3) ci dari poi n — 2 delle ^ mediante p, fT e le 
^Itre due ?, le quali ultime restano completamente arbitrarie. 

4. Veniamo ora al caso di n dispari. In questo caso^ perchi il 
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sistema (3) sia risolubile, dev'essere : 

k 

i pu6 essere qualunque, giacchi i minori degli elementi delle varie 
colonne sodo era loro proporzionalt. Segue di qui : 



f= " 



J_RyU/ 



ossU, ricordando che R^f=z%9,: 

Dopo ci6 supponiamo (come avviene in geoerale) che n — i 
equazioni del sistema (3), p. es. le fi — i prime, sieno atte a deter- 
minare n — i delle incognite, $, , $, , . . . , ^, , in fuozione della 
if-esima ^. II decerminante del sistema : 



formato da questc n — i equazioni ha il valore 0^> e i suoi minori 
valgono O.-^-pI- [n** 2,/)], sicchi risolvendo si ha: 

ossia : 
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Di qui segue : 
Ora: 



1'''^= i^^i'a^;"'"' - Ife "■ '^' - ^ Ifc '■-"•] • 



^ P,"'"'=-lm"'"'=-lw:"'"'''i''"^'=°- <■« 



inoltre, per le (8), (ii) : 

• 1-1. • 1_ 

sicche SI ba : 

Aggiuogendo (/«^. , e tenendo conto della (2), si ottienc : 
Poniamo : 
avremo dair ultima relazione trovata : 



5. = ?^--^ , („) 

inoltre la (15) potr4 scriversi : 

P=^' (20) 



G. VITAMTt. 

e U (i6) diTeiri, tenoto cooto aoche della (19) : 

Rimettendo per C, /), £. le loro espressioDi, si ha : 

Per It (la), il Talore deU'espressioDe tra pareoted b K^okf 
siccbi si ha: 

ossia; 

formola che [cfir. (19)] sassbte per tutti i yalori di t da i ad »• 

Pertanto la pifi gcDerale trasfonnaziooe infinitesima che lascia 
invariata la (i) Del caso di n dispari & : 

dove fF & una funzioDe affatto arbitraria; e il coefficiente p h dato 
dalla (20). 

Diremo che W h \z fun:ij0ne caratierisiica della trasformaaooe 
infinitesima Xf. 

5. Non sari inutile verificare direttamente che la trasformaxiooe 
(22) lascia invariata Tequazione (i). 
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PoDiamo per brevity*. 



'''=m^-^'']- 



Abbiamo nel caso nostro, per la (21): 






|(_^^+„A^,_„.^,^^)]. 




Diciamo per un momento X il coefficieote di ^ IV. SarJt : 






Quiodi : 






3) 



Ora, p«r le (i8) : 



^TT.n m _x-^^i 






i6 

e quindi per la (17) : 



G. V I V A H T I. 



Ttta= 



= 0. 



(^4) 



Deriyando si ottiene : 



sicch& la (23) pu6 scriversi : 






dOt 






e tenendo conto deU'espressioDe di D : 



Separiamo dagli altri il tcrmine della somma rispetto ad r cor- 
rispondente ad r := f , ed indichiamo in generale con y^^^ una 

somma estesa a tutti i valori di a eccetto a = t. Avremo : 

H,=:^[f.('rA-§»',3^r.)+r'>tr^»',.,_5»',^^r.)]. 

Ora, tenuto conto che in 0^ non iigura I'indice i, si ha per 
le (8), (I I) : 

_ ^ ae, p. _^ d}, p. _ 8. per ' 9^ i 



? "difr/'* - ? a rr/** 



o per J =: I, 



quindi il coefficiente di Uf h: 



w,% + x^%,w, = x^ff'.= c. 
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Si ha iaoltre, per r ftf i, in virt4 delle (8), (9) : 



ffldi il cdeffidente di t/. i : 



o pbr i ^ f 
e, per 5 = f , 



Si ha dunque : 

relaaoDc la quale dimostra che la trasfonuazioDe (32) lascia idTt- 
riata Tequazione (i). 

6. E noto (•) che, se X^*^ e X^*^/ sbfab due trasformazioni 
infioitesime le quali iisciano invariati liba medesima fc^uazioue pfaf- 
fiioa (i), la stessa propriety appartieue alia trasfortriazione infini- 
tcsioiai 



X/ = X^'> X^*>/ - X^*> X^' >/ = (X^'> X^*>)/. 

Supposte date, nel caso di n dispari, le funzioni caratteristiche 
W^'\ fV^*^ delle due trasformazioni X^'V, X% vogliamo determi- 
nare la fiiDzione caratteristica fV della trasformazioue X/. 

lodtcheremo eeii £]f'\ £^'^ I'esprcssidne f^ formata rispdttiva- 
mettc coUe fuozioni ^'\ ^'\ Abbiamo dalla (21)2 

.^.)r_ f-pc) a/ _ y Oj^'^ - £?■> a/ .._, ,. 



(•) Lic-Engel, I. c. 
K^nd. Qirc MaUm,, t. XII, parte i\^Stampato il } febbrajo 18^. x 
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qtundi : 

-^(e,»»^"-£;'')]-(9.(r<->-jsJ'>)[i>(H«'*+»,»T'-^)- 

Moltiplicbiamo per Uf , sommiamo per tutti i valori di t da i 
ad n, sviluppiaino ed ordiniamo diversameote 1 termini; avremo, per 
la (2) : 

DUAi »!'' Ei'^ - Wi'> £<■') + DUi (Ei'^ ^ - £<*> ^^\ 



+ 



Denotiamo con (, , ^, , . . . , ^, le otto somtne paniali in cut 
si pu6 decomporre la somoia che figura neU'ultitna formola, sicchi: 

Tenendo conto delle (6), (8), (9), (18), (24), (25), si ha; 



f » 



SOtLB TKASFOUtAZIOMi IMFINl^TE^M^ <:HB LASCIAMO, ETC. ijc 






^ __r»'^ rT^«/r»<«)rti) M/TrtrtOx nX" rr ^^^ 



=Z)yf5(fr<'>£j*)-fr<'>£<'>)-i. , 
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Ota 



4 dr/*^-le, per A = f, 



qoindi: 






Posda: 



dD 



RiassumendOy si ha : 



Messina, xo ottobre 1897. 



Q. ViVAHTi* 
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GENERALIZZAZIONE DI ALCUNE RELAZIONI 

CONTENUTE NELLA NOTA DEL PROF. MORERA 

« SUI POLINOMII DI LEGENDRE .. 

Da una Lettera del prof. Gegenbauer, al prof. Morera (*). 



AdttiuMM dtl a3 geiiiu)o 1898. 



Nel fascicolo dei RendicontI del Circolo Matematico or ora ap- 
parso Ella ha pubblicato una interessance Npta sui polinomii di Le- 
gendre, i cui risultati si possono immediatamente estendere alle 
fiinzioni Cl(x) definite daU'equazione : 



5r5 = yq(x)«\ (I) 



(i — 2 ax + a*) 

funzioni cbe io ho investigate in varie memorie. 

Qui Le indicher6 brevemente soltanto la dimostrazione delle ge- 
neralizzazioni delle sue formule (I), (II) e (III). 

(^ II prof. Gegenbauer, a proposito della mia Nota aSui polinomii di 
Legendres inserita nel tomo XI dei Rendiconti del Circolo Matematico 
(pag. 176 e seg.), mi comunicava da tempo alcune notevoli generalizzazioni dd 
niei risultati, le quali ora col consenso dell'Autore fo conoscere al «QrcoIo». 

G, MORBRA. 



ai GBGBlliAUBR. 

Si derivi la (I) rispetto ad a e si combini il risuluto con 

(l — 2 «x + «j**^ 60 
si ottiene cosi la relazione corrispondente alia sua formula (I) : 

imperocchi derivando la (I) rispetto ad x e confrontando coUa (EL) 
si ha : 

^^^ = a V (-;(,). 

Si moltiplicbi la (11) per i — oc x e si utilizzi la formula : 
I — ax = (i — 2 «x + «*) + «(x — a), 
si giunge cosi alia relazione 

la quale & la generalizzazione della sua equazione (II). 

Infine, coUa moltiplicazione della (II) per i — x* e merci Tim- 
pi^o della formula 

I — X* = x(x — «) + — (i — 2 «x + «") + ^tH— 

si ottiene la generalizzazione della di lei relazione (III), cioi: 
n C:(x) = (if - I + 2 v)xC:L,(*) - a v(i — x*) C;;:!: (x). 



Vienna, 19 agosto 1897. 

Gegekiaubr. 
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SUL GRUPPO SEMPLICE DI 360 COLLINEAZIONI PIANE. 
Memoria di F. Oerbaldi, in Palermo. 



AJaiMBW Ml tt dlcnabn 1S97 • M 9, a). )o gcmujo iSyS. 



PARTE PRIMA. 

Tra i gruppi finiti di coUineazioni piane ve ne ha uno, setn- 
plice, di grado 360, che, sfiiggito alia classificazione di questi gruppi 
fatta da C. Jordan (*), 4 stato scoperto da H. V a 1 e n t i n e r (**). 
Le sue piii importanti proprietii geometriche furono recentemente 
esposte da A. Wiman, il quale ne ha pure formato il sistema di 
covarianti fondamentali (*^). La configurazioney cui d^ luogo que- 
sto gnippo, era stata da me studiata indipendentemente dal gruppo 
prima che Tesistenza di questo fosse nota (****). Allora 10 mi sono 

(*) Sur la determination des groupes d'ordre (ini contenus dans les groupes 
lin^res. Atti delta R, Aecaditnia delle Science di Napoli, s. I, v. VIII, pp. 1-4 1 

(i«79)- 

(^) De endelige Transformations-Gr uppers Theori. Kj6b, Shrift.^ s. VI, 

▼• V, pp. 64.23s (1889). 

(^ Ueber eine einfache Gruppe von 360 ebenen CoIIineationen. Matbema* 
tisch4 Annalen^ v. XLVII, pp. $3r-5 56 (1896). 

(••^) Sui gruppi di sei coniche in involuzione. Atti dilla R, Aeeadetnia delle 
Science di Torino^ v. XVII, pp. $6^-579 (1882). Dovendo in seguito richiamare 
qoesto lavoro, lo clter6 brevemente con [G], 
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occupato di sistemi di sei coniche, che ho chiamato in involu:(iom (^ 
e che son tali, che i due invariant! simultanei per due coniche qua- 
lunque del sistema sono nulli; il Wiman ha poi dimostrato che il 
gruppo in parola di 360 coUineazioni ha la propriety di produrre le 
permutazioni del gruppo altemante nelle sei coniche di due cosifatti 
sistemi. 

Nel presente lavoro mi propongo di apportare un contributo alia 
teoria di questo importantissimo gruppo, che denoter6 con Gj^, col 
porre a fondamento del stio studio una sestupla di coniche in inyo- 
luzione. Facendo uso delle permutazioni di 6 lettere e dei loro gruppi, 
stabilir6 una notazione per git eletnenti della configurazione, che ne 
metter^ in chiara luce le propriety*, d'altra parte sostituendo alle tre 
coordinate omogenee di un punto (o di una retta) i sei valori, che 
per quel punto (o retta) pigliano i primi membri delle equazioni 
(locali o tangenziali) di dette sei coniche, introdurr6 grande sempli- 
ficazione nelle formole. In una prima parte mi occuper6 particolar- 
mente della configurazione e dei sottogruppi di G,^ e stabilir6 le 
formole fondamentali; in una seconda parte tratter6 il problema delle 
forme e della riduzione a forma normale dell'equazione generale di 
6^ grado, di cui la teoria h intimamente coUegata alia teoria del 
gruppo G,^. 

1. — La sestupla di coniche in involuztane. 

Riferendo una sestupla, S, di coniche in involuzione ad un 
triangolo autoconiugato rispetto a due qualunque di esse, se ne hanno 
le equazioni seguenti in coordinate di punti (**) : 



(*) Alia locuzione gruppo di sii coniche in involuzione ado^fcrata id \jS\ so- 
stituir6 qui la locuzione sestupla di coniche in involuiione, 

(^) Queste equazioni, stabilite in [G], furono qui riportate dopo di aver 
cambiato x^ in e* x, ed Xy in ix^ . In [G\ per errore h scritto 



^ -s±«lAs" 
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0) «; + «j + «j + 3 *(*.*, + «,*, + *,xo = o 

(4) *; + *; + a^ + 2 *(jf,jc, — *,x, — jc, *,) = 

(5) *J +X + «I + »*(-*.*) + *j *. - *. »J = o 

(Q «; + «; + 3i^ + 3 *(— jt.*, — X,*, + x,x;i =s o, 

dove 1 1 tttia radlce luitg^naria cobica delt'uniti, e i i una radlce 
ddfequarione 

(7) 3V + 3i + 3=o. 

N(H qui 6sseremo 



Dalle equazioni precedent! risulta subito manifesto che le tie 
omolt^e armoaicbe, cbe sono rappresentate dalle sostituzioni 



O) 






0') 



< = -', 

< = ', 



0") 



e che faanoo per ceniri 1 vertici del triangolo coordinato e per assl 
i latl rispettlvamente opposti, trasformano in sh stessa ciascuna delle 
coniche (i) e (2) e permutano tra loro le altre quattro, e predsa- 
mente (34)(;6)> (30(4^)> 00(45) ^°^° '^ pcrolutazioci prt>dotte 
rispcttivamenle da 0, O', O". 

Dunque, se a, ^, i-' ^' *> ^ ^°^° '^ ^^' '^''''^ ^> '> 3t 4f S> £ 
X«id^ Cin, Mattm., t. XII, pane i*.— Stunptto I'S febbrajo iS^ 4 



26 f. GBtBALOI. 

scritte in un ordtne qualunque, vi h un'omologia arnx>Qica che pro- 
duce nelle sei coniche la permutazione («^)(y^)* 

Denotcrcmo con 0^,,^^^ una talc omologia e con U^aVKx^* 
^(•axt^) ^' ^^^ centro ed il suo asse; in particolare i 

Queste omologie sono in numero di 45; esse hanno per centri 
ed assi i 45 vertici ed i 45 lati dei 15 triangoli autoconiugad ri- 
spetto alle coniche S prese due a due. Le tre omologie, che baooo 
uno stesso di questi triangoli come triangolo unito^ insieme alia col- 
lineazione idendca coscituiscono un gruppo quadrinomio (^FUrer^ 
gfuppe). 



3.—Le 40 coOineazUmi di 3f wdtne S^^y 

Dalle equazioni sopra riportate risulta ancora manifesto che le 
collineazioni di 3° ordine rappresentate dalle sostituaoni 



S) 






< = X, S^ 



X" =:X 



X^ ZH X 



trasformano in si stessa ciascuna delle coniche (i)^ (a)» (3) e per- 
mutano circolarmente le altre tre. II triangolo unito comune a queste 
due collineazioni ha per vertici i punti (i, «\ «*^) e per lad rispet- 
tivamente opposu le reite (i, «*\ «^), essendo X = o, i, a; ogni 
vcrtice ed il lato opposto sono polo e polare rispetto a una delle 
coniche (i)» (2), (3) e sono punto comune e tangente comune delle 
rimaoenti due. 

Denoteremo con P^^ e con p^^ quel punto comune e quella 

Mngente comune delle due coniche (a) e (^) che sono polo e polare 

ri^MtlO alia conica (y) e che diremo corrispondenti alia conica (y) (^); 

— ^— ^^— ■■ * t ' "I \ * t * 

C7 cfr- [G} 
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i punti di contatto della retia p^-^ colle coniche (x) e (p) stanno 
pure sulla conica (y) e !o tangenli nel puDto P^^, allc coniche (a) 
e (P) toccano pure la conica (y). 

G>nsiderando tre qualunque (k), (p), (y) delle sei coniche S, 
i trc punti Ps^^^, P^B, P^^^ e le tre rette p^,^, p^^, p,^^ sono 
i Tcitici ed 1 lati rispettivaiiicnte opposil di un triangolo; ognuna 
delle tre coniche considerate passa per due vcrlici e quivi tocca due 
lati di quesio triangolo; le due coUineazioni cicllche di 3° ordtne, 
die hanno lo stesso pur triangolo utiiio, lasciano fcrma ciascuna di 
quelle tre coniche e producono nelle rimancnli tre le permutazioni 
CS«C), C^i^Oi denotereoio lali coUineazioni rispettivanaente con S^^^, 
AiW' in particolarc e 5jjjjj=;5, S^^^^j^=S'; in seguito per comoditi 
scriverenao ancora T in hiogo di ■$'/,„)■ Coi 60 punti coinuni e colle 
^o taogenii cooiuni alle coppie di coniche S si possono fortnare nella 
inaniera indicaia 20 iriangoti; le coUineazioni 5^^^) sono in numero 
di 40, e, completando coUa collineazione tdentlca, costituiscono 30 
gruppi ciclici di 3° ordine. 

4. — It gruppo G^^ di collincantloni, ed U gruppo alter- 
natite di permutaxioni di 6 cose, 

Le omologie ^^(aBjfrf)* '^ coUineazioni ■S'^j.g^j e i loro prodotii 
forniscono un ststema di colUneazioin, che trasformano in s^ la se- 
stupla S e producono (come £ evidenie) uelle coniche della sestupla 
tutte le permutazioni del gruppo ahcrnante. A questo gruppo di per- 
mutazioni h isomorto oloedrico il gruppo di tutte le coUineazioni che 
trasformano in s^ la sestupla S; pcrch^, come passiamo a dimo- 
sirare, il sottogruppo che consta di tutle le colhneazioni che Jasciano 
ferme le coniche (i) e (2) contiene 12 coUineazioni, precisamente 
taotc quante souo nel gruppo alternante di permutazioni di 6 cifre 
quelle che tengono ferme due cifre. 

Per ogni collineazione che lascia ferme le coniche (t) e (2) il 
loro triangolo autoconiugato si traslorma in si, e per6 i suoi lati 
x, =^ o, Jt, = o, Jtj =; o : 1° o si trasformano ciascuno in s6; 2" o 
subiscono le permutazioni cicliche (123), (132); 3° o subiscono le 
irasposiziooi (23), (31), (12). — Nel primo caso le equazioni della 



i_l 
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colliocanone sodo della forma 

:(flinchi le cquazioni (i) e (a) si trasformino in sh stesse^ i oec^s- 
sario e sufficiente che sia 

cqsl si ritrova il gnippo quadrinomio: i, 0,0"^ (y\ — ^Nelsecondo 
caso, ragionando io modo analogo, si trovaoo, in corri^Ddenza 
alia pennutazione (123) dei lad, le coUineazioni : 5*, OS^^ (yS^, 
(y*S*i e in corrispondenza alia permutazionc (132) dei lad, lecol- 
lineazioni: 5, OS, O'S, 0"S. — Infine ia corrispondenza alle tra- 
q;K»iaioni (23), (3i)» (12) dei lati, si verifica facilmente che non vi 
h alcuna coUineazione che trasformi in sh ciascuna delle equauooi 
(i)e(3). 

Dunque le coUineazioni, che producono questo effetto, soao do- 
did in tutto, e predsamente : 

I, o (y (y\ 
s, OS, O's, &rs, 
s\ OS", 0's\ o^'y. 

Come immediata conseguenza dello isomorfismo oloedrico tra il 
gruppo Gj^ ed il gruppo altemante di permutazioni di 6 cose ab- 
biamo che delle 360 coUineazioni : ve ne sono 90 del quart'ordine, 
che producono nelle coniche S permutazioni del upo («Py^)(*0> 
ed i loro quadrati sono le 45 omologie, che producono permutazioni 
del tipo («^)(y^); vi sono inoltre 40 coUineazioni di 3"* ordine, che 
producono permutazioni del tipo (a^y) ed altre 40 coUineazioni del 
terz'ordine, che producono permutazioni del tipo (a^Y)($s^); final- 
mente vi sono 144 coUineazioni del 5"* ordine, che producono per- 
mutazioni dd upo (a P Y ^ a). 
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U soCtDgrappo di I2 collineazioni sopra considerato, che lascia 
fame le conichc (i) e (2), produce nelle altre quattro le permuta- 
aoDi pari; esso h uo gruppo tetraedrico, G„. Osservaodo che le col- 

fioeazioiii trasfonxute di mediante 5 ed 5* producono le permu- 

^^t^od (35) (46) e (36) (45) si deduce (*) 

(y = SOS*, O^'^zS^OS: 

fottdi si coDclode che le coUineaziooi di G„ sono rappresentate da 

S\ S^OS^. (X,H^ = o,i,a) 

Coouderiamo era tra le coliineazioQi di G^^ la seguente 

Z=: OrOTS, 

essa produce la permutazione (23456) nelle coniche della sestupla 
89 e quindi ft una coUineazione di 5° ordine. Si vede subito che 

PS\ Z*S^OS^ (X,|Asso, 1, a; v»o^ i,a,3,4) 

soQO 60 cdlineazioni diyerse, che lasciano ferma la conica (i) e 
per6 fonnano un gruppo icosaedrico, G^, isomorfo al gruppo alter- 
nante 6i permutadom di 5 cose, che qui sono le cinque coniche 

(a). (3), (4). (5). («). 

Infine, osservando che le collineazioni 

r, ZT, Z'T, Z'T, Z^T 

cambiano la conica (i) in ciascuna delle altre cinque, si conclude 
che le collineazioni dcllMntero gruppo G,^ sono le seguenti 

rS\ Z^S^OS\ ZfTZ^S^, Z^TTS^OS"^ 

(X, (A = O, I, 2; V, p = O, I, 2, 3, 4). 



(^) NelPeseguire un prodotto Indicato di operaxioni convenlanio« qui ed in 
segoito^ di procedere da destr'a verso sinistra. 
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A generate I'intero gruppo G^^ bastano le due collineazioni 
r e Zy e si ha 

S = Z*TZ TZ\ 0=z(S Tzy. 



S. — Trasformaadane di coord4n€tte. 

Faremo ora una trasformazione di coordinate assumendo il trian- 
golo unito della coUineazione S come triangolo fondamentale. Deno- 
tando con a, h^ c tre costanti diverse da zero, la sostituzione da 
fare h 

x^:=zaix + ht^y + ct^ 

Xj = ai^x + bzy + C7i 

c le equazioni (i), (a), (3) diventano 

a*x* + ibcyT^zizO 

b*y* + ica^xzzzo 

(i + 2k)c*i^ + 2(1 — i)iiAxjf = 0. 

Per introdurre simmetria in queste equazioni, sceglieremo le 
costanti a, b, c in guisa che si abbia 

be ca_ I — k ab 

^* ~ ** ~ I + 2 i 7" • 

ossia 

I _ I _ (i + *y 
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pcrch^ per la (7), ft 

Al oostro scopo basta dunque fissare i valori seguenti 

a=i, *=i, c=i+i= — ■ — ^ — ^; 

4 

a proposito della costaote c, osserveremo che, chiamando c' la sua 
comngata, si ha 

y I — 1 1/15 . I ^ I /•% 

^ 4^* ^^=1, €+€" = — (♦). 

G6 posto, la sostituzione che occorre per il cambiamento di 
coordinate ft 

m 

x, = «x + «*jf + c:c 
x, = «*x + «y + ^:f. 



(*) Nd calcoli, che si dovranno fare in seguito, conviene tener presente che 
€ e €^ soQO le radici dell'equaziooe 

e convertire in binotnii di primo grado le espressioni razionali in c, o c^t che 
mano si pre«entano; a quest*uopo saranno utili i risultati seguenti 



a^s^ — 2, 4c' = — 3^ — 2, 8^ = — 7^4-6, 

i6c^ = $^-f~ U> 32^=s 33c — 10, 64^7 =s 13c — 66, 

I a8^ as— 119^ — 26, 256^ = — i7ic + »38, s»2^"= 30S ^+ 34»; 
4^sas — 2c— 3, 8c^ = 6c — 7, l6/*=I4C + S» 

32^*^ = — 10C+ 33» 64^ = — 66c+ I3» 128^7 = — 26 tf — 119, 

^56^^ = 238 c— 171, 5i2(r'9=s 342 ^4- 30$, 1024^® =3 — 610^ + 989; 
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Ed ora trasformtamo con questa i primi membri delle equaziooi 
(i)-(6), indi moltiplichiamo per fattori convenienti le forme trasfor- 
mate» di guisa che i loro discriminaoti risultino tutti uguali; siamo 
cosl condotti a introdurre le forme segueoti 



(8) 



/. = - 



f, = *(y' + 2c^x) 

(I + 2cX** + «y + <^-c(yi + 1\* + Mfy)] 
(I + 2c>[** + ty* + eV ^e(yx, + ^x + t'xy). 



II valor comune dei discriminaoti b = — c* (*), e le fonne 
agg^unte divise per il discriminante soao 



(80 



?4 — - 



?S=- 



96 — 



9, = K* + a^Vtt; 

9, =«;■ + icfuv 
(i + 2c')t*[u* + v* + «/• — ^'(»w4- tt'w + «*vJI 

(i + 20[*** + w'* + «*«^ — ^(*^ + «wa + «*iw)] 



I -|. 2c>*[tt* + eV + w"— tf'(tw + «*wii + «w)]; 



i^_Ai 



(*) Nello introdurre le forme (8) si pu6 disporre per ciascdna ad arbitrio 
dei fattore •^(X=5Q» i» a), pur rimanendo il Tak>re del discriniiname =s»^. 
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donde i vede che dalle equazioni in coordinate di punti delle coni- 
die S si passa alle loro equazioni in coordinate di rette^ scambiando 
nd coefficieati ie costanti c, e colic loro coniugate c^^ e*. 

Risdvendo le (8) rispetto a x*, y :(, ecc. e le (8') rispetto a 
«*» vWi ecc. si trova 



(9) 



9.t» = 3/. - 2(1 -c)(*J^ +/, + «•/,) 
jCK = 3/. + (I - W4 + /j + «V«). «c. 



(90 



9»* = 3 9, — a<i — 0(«?4 + ?j + «?«) 
9<'i>ttf = 3 ?. + (i — 0(«?4 + ?j + «?6)» e«c- 



Di qui si potrebbero ricavare delle relazioni quadratiche tra le 
fcnne /, o tra le forme 9; ma tali relazioni si troveranno pih tardi 
in Doa forma piA semplice di qualla che si avrebbe con questo pro- 
cedimenco. Tra le forme /, e cosl pure tra le forme f, non passa 
alcana relazione lineare, come i facile assicararsi. 

6. — Le farmole ftnukmientaU. 

Nel nuovo sistema di coordinate le collineazioni 5 ed si 
binno colle sostituzioni 



S) 



*' = x 



y' = ty 






0) 



3 3^3 

,2 1,2 

J J 3 3 

r' = — crx -\ c'y 7i. 

^ 3 3 ^ 3 ^ 



Dalle equazioni (8) poi risulta inoltre manifesto che, se si per- 
DUtano circolarmente tra loro le x, y, ;(, le coniche (4), (5), (6) 
1 crasfonnano in si stesse, mentre le coniche (i), (2), (3) si per- 
f^gt^ Qirc i4aUm,, t. XII, parte i*. — Stampato il 10 febbrajo 1898. ^ 
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mutano drcolarniente tra loro; dunque la coUiaeazione 5^„,^= 7*, 
nell'attuale sistema di coordinate, i data dalla sostituzione 



T) 



x'=jf, / = ?, :C = x. 



Abbiamo avuto cura di scrivere le tre sostituzioni, che rappre- 
sentano le collineazioni 5, 0, T, in guisa che per ogouna il mo- 
dulo h uguale aU'unit^. Ed ora effcttuiamo queste sostttuzioni nelle 
forme (8); troviamo le formole seguenti> molto important! per i cal* 
colt che dovremo fare in seguito: 



(10) 



Sf,=f^> 5/. = .7,, 5/-, = ./,, 

5/, = ./,, 5/, = .»/,. 5/,=/,; 



(") 



(12) 



0/.=/., 0/,=/.. Of, = t*f^, 

1 0/, = ./, , Of, = e/, , Of, = .7,. 



Da queste poi si deduce che per la sostituzione di 5® ordine, 
sopra considerata, Z = O'PO 75, si ha : 



(13) 



z/.=/., z/.=/,. z/,=/,, 

[2/,=/,, Z/,=/,, Z/,=/.. 



Se si fa un cambiamento qualunque di coordinate con una so- 
stituzione U, e si denotano con Fj le forme Q/j e con S, T, 0, Z 
le sostituzioni 050"', 70"', OQ-', QZO-', le formole (10), 
(11), (12), (13) non si alterano che per lo scambio di /|, 5, T, 

Of Z rispettivamente con F^ , 5, T, 0, Zj inoltre le F^ cpntinuanp 
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ad avere I discriminanti uguali, e le S, T, O, Z continuano ad 
aveie il modulo uguale airunit^. 

Di qui segue che d'ora in poi non avremo piji bisogno di rife- 
rird ad alcun particolare sistema di coordinate proiettive; ma ci ba- 
steii ritCDcre che le fi siano sei forme quadratiche con discriminanti 
Qgpali, e le S, T, 0, Z certe sostituzioni lineari di modulo uguale 
all'uniii, per cui siano yerificate le (lo), (ii), (12), (13). 

Denotando con S^i, T<f,, Of^, Z9, le forme trasformate di 
fi fflediante le sostituzioni trasposte di 5, T, 0, Z, sussiste un si- 
stema di formole, analoghe alle (ro), (11), (i2)> (13), che se ne 
deduce semplicemente coUo scambio di /j in 9, e di e^ in e'^. 

Per le applicazioni algebriche & importante osservare che per 
pgoi collineazione si hanao tre sostituzioni lineari omogenee, di 
modulo = I, che la rappresentano e che si ottengono da una di 
esse componendola colle seguenti 

x; = e^x,, x;=:«^*,, x\z=:g^x^ (X = o,i,a); 

cosi cbe per tutte le coUineazioni del gruppo G^^ si ottengono 
3 X 360 = 1080 sostituzioni omogenee, di modulo = i> formanti 
gmppo; ni & possibile da quest' ultimo sceverare 360 sostituzioni, 
che foraiino un gruppo isomorfo oloedrico al gruppo G^^ (*). 

Infattty preso per triangolo coordinato il triangolo unito della 
coUmeaziooe S, le tre sostituzioni omogenee, di modulo = i, che 
rappresentano la collineazione S, sono 

x' = «^ JC, y' = e^* Jf, ;;;' = «^+* ;;; (X = o, i, 2) 
c le tre sostituzioni, che rappresentano la collineazione T, sono 

X' = g^y, f = eii, i' = g^x (jiL = o, I, a); 



V. Wiman, 1. c, pp. 538. Cfr. anchc Klein, Vorlesungen fiber das 
Ikosaedcr, pp. 44-47. 
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segue che la sostituzione che corrisponde al prodotto S^TS h 

e questa, comunque si scelgano i numeri > e |t non pu6 onncidere 
coUa sostituzioDe che si h scelta per J, mentre d'altra parte la col- 
lineazione S*TS coincide coUa coUineazione T. 

7. — Le caniche T e alcuni invarianU d^le forme f. 

Considerando tre a tre le forme quadratiche /, aventi lo stesso 
discriminante 8, porremo (in notazione simbolica) 

/j = 11, = fl/ = • • • > /» = i, = • • • > /i = ^ = • • • 

Gli invarianti simultanei delle fonne / prese due a due sono 
nulli per ipotesi. In tal caso la conica polare reciproca della conica 
(a) rispetto alia conica (^) h ancora conica polare reciproca della 
conica (^) rispetto alia conica (a), e nel tempo stesso h una conica 
rispetto a cui la (a) e la (^) sono polari reciprocbe una dell'altra; 
la sua equazione in coordinate di rette h T^g = o> e noi la chia- 
' meremo conica T^; di siffatte coniche T ne abbiamo 15. Ogni co- 
nica T^ h bitangente a quattro coniche della sestupla S e precisa- 
mente alle (y), ($), (s)» (^); quindi ogni conica della sestupla S h 
bitangente a 10 coniche T (*). 

Le forme t^^ si possono esprimere linearmente nelle 9; e, se si 

(•) Per queste proprietA si vegga [(?]; inoltre cfr. Wiman, I. c pag. 547. 
Le coniche S sono da Wiman chiamate IkosaederkegelschnitUt e le coniche T 
OktoidirkigdschnUU. 
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prende O = — ^, si ha 



C»4) 



4*T.^9^+?«)+«*(?,+?,) 4Cf,4=<9^+9,)+«'(9,+^J • 



4 « f ,r=<»«+?s)+*'(*P4+?<) 4 c 'P4<=<?»+?})+«*(?.+?j) 
4 c T,^i),+?^+«*(l).+?<) 



La prima di queste si verifica ricorrendo ad es. al sistema di 
coordbate del n" 3, per cui si ha 

indi esprimcDdo questo risultato liDeartnente nelle f col mezzo delle 
OO* Le altre poi se ne deducono applicando le sostituzioni del 
poppo. 

Per calcolare gli iDvarianti if^^ basta sostituire oella formola 
trovata per t^ aile variabili i coefficieDti simbolici di /^ ; si ricava 
fidlmente per 6 = — c* : 



05) 



-^tj$ = -^14$ = -^a4< = -^14^ == -^156 J 



=Y-' 



= — c'e'. 



I 
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Osserviamo infine che il discritninante della forma 9, h uguale 
a — c'* se quello della forma /^ i uguale a — r*. Se poi si introdu- 
coDo i covarianti /^| delle forme 9 prese due a due alio stesso mode 
come sopra furono definiti i contravarianti r^^ per le forme /, Te- 
quazione della conica T^^ in coordinate di punti h /^ = o; inoltre 
si ha 

(14O 4 cU,, = e*(/; +f,)+z(f^+ /^), ecc. 

formole che si deducono dalle (14) scambiando t^ con t^i % con 
/i, c con c', s con «*. 

8. — Le coniche del piano. 

L'equazione d'una conica qualunque del piano si ha, in ooordi- 
nate di punti, annullando una combinazione lineare delle forme /, 
e, in coordinate di rette, annullando una combinazione lineare delle 
forme 9; perchi le sei forme /, e cosl pure le sei forme 9, sono 
linearmente indipendenti, come si h detto al n° 5. 

Partiamo da una combinazione lineare delle forme/ 

(16) \f, + V. + V5 + \U + \fs + \h > 

e deootiamo con 9(X) il suo discriminante diviso per — c*, si ha 

dove il sommatorio T" si esteode alle combinazioni teraarie degli 

•;* 
indid i, 2, ... 6. Sostituendo ad A,p, i loro valori (1$), si trova 

e(x) = Z ^« + -7 ''<\'^2K + W'^i + "^'W + Wh + "^W 

' + x,\\ + \\\ + \x;kt + \\\ + Vi^ 

St 

+ \y ^ + X.X,>, + \X,X, + X,\X, + X^X,>J. 
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La forma aggiunca ddla (16), divisa per — c^^ h 

dove il sommatorio T] si estende alle combinazioDi binarie degli 

iadici i» 2, • . . 6; essa, quando alle t^^ si sostituiscano le lore espres- 
sioDi (14), diventa una combinazioQe lineare delle 9 

06') ^?. + '.?. + ',?,+ '4?4 + 'j?5 + '«?« » 

dove le \ sono polmomii di 2^ grade nelle \ , e predsamente si trova 

(i8) /, = -L^>. (/=,.» 6) 

Inversamentey se si parte dalla forma (i6')> combinazione li- 
neare delle 9, e' se ne calcola il discriminante diviso per — ^, si 
trova che questo h una funzione delle /i , 6'(0» 1^ quale si deduce 
dalla fiiDzione 6(X) soprascritta scambiando \ con /|, (f con c^ c 
con c\ E se si costruisce la forma aggiunta della (i6'), divisa per 
— ^, si ha per essa una forma (i6), combinazione lineare delle/, 
dove i coefficient! sono 

(i80 X, = -li|^. (/=,,2....,6) 

Se i parametri /, \ sono legati dalle relazioni (i8) b {\%% le 
forme (i6) e (16^) uguagliate a zero rappresentano una stessa conica 
oome luogo e come inviluppo. 

Se si hanno due forme quadratiche temarie 

ed insieme ad esse si considerano le loro forme aggiunte 

4 f 
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i loro discriminantiy divisi per — ^> sono 

ed i loro mvariann simultanei^ divisi per — c*, sono 

b pardcolare 1 due invarianti slmultanel della forma /^ e della 
forma (i6) sono 



Q.-'La sestupla S' <l< caniche assodfOia aUa sesiupla S. 

Cerchiamo se oltre alia sestupla S di coniche, da cui siamo 
partiti, vi sia qualche altra sestupla, che rimanga inalterata per lo 
stesso gruppo di coUineazioni. 

Applicando ad una conica qualunque del piano 

>./. + \h + \f, + \u + \/s +>«/<= 

la cdlineaaone Z, e Bicendo a questo scqio uso delle fonnole (13), 
n deduce la oooica 

>./. + >«f. + V, + \U-^\U + V* = o- 

P«rd6 se la omict considerata h trasformata in sh da Z, e se 
li iiqppoiie X, pi Ot si deve avere 

Duaqoe esiste un fiisdo di cooiche 

(to) V. + f^a +/, +/4 +/s +/i)= o> 

riiiiCOTH delle quili h trasfocmatt in si da Z. 
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Se invece si suppone \ = o, basta che sia 

\ _^__._\ j^ \_. • 

\ Ajj Aj A^ Aj I 

il valore comune di quest! rapporti & una radice quinta, deirunit^. 
Duoque iiiori del fascio (20) vi sono altre quattro coniche ciascuna 
tnsfomuta in s& da Z; requazione di una qualunque di queste h 

doye ii| & ana qualunque delle quattro radid quinte imaginarie del- 

Vmrnk. 

Ci6 premessOy se si considera una sestupla di coniche invariante 
per il gruppo G,^ , una delle sue coniche sar^ trasformata in s& da 
Z (perch& Z produce nelle coniche della sestupla una permutazione 
di j^ ordine); e per6 o sar^ una delle coniche (21) o apparterrli al 
faaao (20). II primo caso va escluso, perch&, come vedremo al n® 18, 
le coniche (21) sono degeneri. Dunque in una sestupla di coniche 
non degeneri, che sia invariante per G,^ , vi deve essere una co- 
nica di cui Tequazione & della forma (20). Se nella (20) suppones- 
simo (1 = O9 ritroveremmo la conica (i) e quindi la sestupla S da 
cui siamo partiti. Supporremo perci6 [i yd o ei applicheremo alia 
(20) le coUineazioni 

CA) I, 0, zo, ro, po, z^0\ 

otterremo cosl sei coniche, che, come h facile verificare, sono tutte 
dbtinte tra loro, qualunque siano X e (i ([t ?^ o). Indi appliche- 
remo alia (20) la coUineazione T e osserveremo che la conica che 
si ottiene pu6 coincidere con una di quelle sei (la quarta) soltanto 
per X = (A. Dunque se oltre alia sestupla S, da cui siamo partiti, 
vi h un'altra sestupla %' di coniche, invariante per G,^ , essa deve 
essere quella che si ottiene ponendo X = (i nella (20) e poi appli- 
cando le coUineazioni {A). In questa maniera siamo condotti a con- 
siderare le sei forme seguenti : 

4(MdL Qirc MqUm-, U XII, parte i%— S^l^pato il 14 febbrajo 18^. 6 



f. « Bit in tot. 



(21) 






p/; =/. +/* + •v. +/,) + «'(f, + 4/) 



dove IP i ub £inore, dhe d rtsennamb ^esto (n* to) ili fissai 
portunameDte. 

I¥ituiitD TtrificUkmo subtio, meiicate le (10), (it),X>kl 
che ti hi 



(•J) 



5/;r=:/;. ^y;:^/;* ^/J^^. 

5/;=/;. 5/;=/;. 5/;=/:; 



(«4) 



(25) 



r/:=/;, r/:=./;. r/j=/;, 

oK=r,, or,=r„ on^r,-. 



(26) 



z/r*±/:» ir/;=*^, z/;t:=/;> 
z/;a=/;, z/;=/:. z/;=/:. 



Dtmque, oltrt alk stttupla S^ vi i utl^aiCni settoplti, ( 
oODiche invariame ^r k> stessd gniH>o G,^; una qualttnq 
queste ^ooniche ha {>er equasione /[s=0 {i^=^i% ^\ • » « 6)^ ^ 
4eD9tereoK^ CQO fimi^ ^i"^. Le collittiipiod 6^ T\X)^ Z pcod 
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ed 3 groppo di pennutazioni prodotco nelle coniche delU sestupla 
S' dal gnippi^ G^ (K colttneazkooi h ancora ii< gf UH>a alteroante. 
Vedremo tosto (n* 10) che S' h una sestupla in involuzione come 
S. FnttaDto» skcome ognf coniea <fet fascio (26) h trasfbrmata in 
si da Zed a quel fascio appartengono le coniche (i) e (i^, cost 
qocste due coniche sono bitangenti. Siccome poi le collinfazioni (A) 
camhiaDo la coniea. (i') in (2'X (30> C4')> (sO> (^0 ^ lasciano 
fenna b coniea (i), cosl la coniea (i) h bitangente a tutte le co- 
niche della $es(upLa, $\ Fioalmeot^fc siccome la coniea (i) si pu6 
portare in un'altra coniea qualunque della sestupla S' con collinea- 
ziooi di G,^ senza alterare la sestupla S", cosi ogntm/L^CiHomdm 
Ma sestupla S h bitangente ad ognuna delle coniche della sestupla 
S' (^}. Noi chiameremo associate queste due sestuple di coniche 

I#.— £e coniche V e ofeteni hivfxrianH detle forme f. 

\jt {(Mine /*> definite dalle equazioitt' (22) banno. discdminanti 
ngoaii, percbile soatituziooi lineaii (i^X di modulct =si^ cam-r 
biaoa/l iM cias^na deUe altre^ Ova il discrinunaate deUa i\y in 
m& ddb (17), si irova essere 

— <:*(6 — 15 O _ 6 (l + go) 
P» - pi • 

Ajquctto puota detenniiierecQO il £More p in guisa che il valor 
comunc dei discriminanti delle forme /' risulti uguale a — ^'*, e 
per& assumeremo 

p=2(c— l). 

Wiman, \.z^^%^%^%.^ 
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Allora dcnotando con 9J la forma aggiuota di f, divisa pei 
discriminante — c", e applicaodo U formola (18), si trova 



(27) 



P ?. 

P'9; 
P'?i 

P>i 
P'9: 
dove si i poslo 



= ?, + ?, + 9i + ?4 + Ti + ?< 
= ?. + ?. + «* (?, + ?() + sC?4 + ?,) 
= ?.+?, + «'(?, + ?J + « (9, + 9*) 
= 9. + 9* + *' (9, + 9j) + «(?(+ 9J 
= 9. + 9, + ''(9< + 9j + »(?. + 9]) 
= 9. + 9* + =' C9. + 9,) + = (9, + 94). 



p' = 2 (c' — I). 

Osserviamo che si ha pp'^6, e che risolvendo il sistcma di 
equazioni (22) rispelio alle /, si haono equaztoni che differiscoao 
dalle stesse (22) solianto per lo scambio di /^ con f',, di p con p' e 
di E con e'. Lo stesso accade, quando si risolvano le (27) rispetto 
allc 9, E ancora, se si scambiano 9, con /.' e 9^ con /, li sistenia 
(27) si converte oci sistema (22) risoluio rispetto alle /, ed il si- 
stema (32) si converte ael stsiema (27) risoluto rispetto alle 9. 

Applicando alle fomie 9' le sostituzioni iraspostc delle S, T, 
O, Z, si ha uQ sistema di foimole afTatto analogo alle (23), (34), 
(1;), (26') ove si cambi s in t*. 

Ed ora passiamo a1 caJcolo dei contravarianti t[i delle forme f 
cotnbinaie due a due, che s'intendono dcfiniti alio stesso modo dei 
CMitnvirianti t^ dcUc fonne / (n" 7). Si trova, tenute present! 

,•«"<=£■[(?, + X T„) + (?. + ! '.) +•(?, + ! ',.) 



>' 



'>. + ». + «?, + «?.+«■?, + '' ?,) 
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c quindi, facendo uso delle formole inverse delle (27), si ha 



(j8) 



4('t;, = e'(?; + y3 + e(^; + ^p. 



Eiprrssioni aoaloghe si trovano per gli altri contravarianli tJ,, t^^ 

Le fonnole chc si oticngono differlscono datlc (14) sohanto per lo 
scambio di t„ con t^ , di 9, con 9', di e con e' e di c con c'. 

Ed ora i facile il calcolo degli invarianti simultanei delle forme 
f. Combinando /J con <f', , ed /,' con f',, e lenendo present! le for- 
mole (22), (27) e (19), si riconosce subito che i due invarianti si- 
multanei di f, e f, sono nulli, Quindi lo stesso avviene per due 
qualunque delle f, poicb^ nel nostro gruppo vi sono sostituzioni che 
rrasfoimano le /,' e /,' (a meno dl fattori coslanti) in due qualunque 
f'l, f{. Con ci6 resta ora dimostrato (n" 9) che la seUupla S' ass(>- 
ciata alia sistupla S e pur essa invoiuioria. Quindi segue che i con- 
travarianli t;, , eguagliati a zero, rappresentano 15 coniche T'l, che 
si comportano nspetto alia sesmpla S' come le coniche T,| rispetto 
alia sestupla S. 

Passiamo infine agli invariant! simultanei delle forme /' prese 
tre a ire. Per calcolare A',^ basteri formare un invariante simul- 
taneo di /,' e di t|j , applicando la (19) e tenendo present! le (22) 
e la (28). Indi si passer^ agli altri invarianti applicando sostituzioni 
del gnippo. 
Si otttene 



(>») 






■„6- 



bimole che differiscono dalle (ij) soltanto per lo scambio di A^^i 
tea A',^ , di c" con c, e di c coo t*. 

L'equazione d'una conica qualunque del piano si pu6 ancora 
rappreseniare mediants una comblnazione lineare delle/' (equazione- 
luogo) o delle 9' (equazione-inviluppo) : 



I.U-- 



2.iW, = o- 



4^ t. oiii^iAL^L 

II suo dbgrimiaante nel primo caso i -it ^8^(1^ e nel seoo^do 
caso & — ^0(n> c^rado 6 e 6' le fiinzioni di 3^ grado nei sei 
parametri V o /' definite al n? 8. 

Inoltre si ha 

(30) ''^i=-5fV^' ^^=-d^' 

essendo r ed 5 fatcori arbitrarii. 



U. — I centri e gU ciaH deUe 48 amologte. 

Dal fatto che la retu u^ag^xr^) ^ ^^^ deiromologia, cbe u^ 
sforma la conica (ct) nella cooica (^), e la cooica (y) nella cooica 

(^)* ^u^ cbc l^ ^^^^ ^(oBXy^) ^ ^'^^ ^^^ comUHc oUp due conki^ 
(9), (P) ed una corda comuue alle due couicbe (y) e (i) (*). Per dua<» 
litii : il punto ^(ai^y^ ^ punto d'incotUro di due tangemi. eomuni alh 
conicbe (a) e (P) e di altre due tangenti eomuni alle cdnicbe. (y) e ()). 
Tutte le corde eomuni alle coppie di coniche S si riducono aUe 45 
rette »> essendo ognuna di queste una corda comune per due cofH 
pie di coniche. 

Nel grappo G^^ vi sono 8 collineazioni, che lasciano fermo ua 

punto ^(o^xy^) ^ ^^^ ^^^ ^(«PXt^) » ^^^ ^^°^ quelle che producono 
nelle coniche S le permutazioni seguenti 

I. («W(t*)> («t)(M), («>)(Pt). 

e vi sono 8 collineazioni che portano una retta u (o punto U). in 
un'altra retta u (o punto C7) qualunque. 

Si i visto (n^ 2) che le rette ti e i punti U sono i lati ed i 
vertici del 15 triangoli autoconiugati rispetto alle coppie di coniche 
S. Denoteremo con A^ il triangolo autoconiugato rispetto alle co» 



^^ 



O Cfr. \G\, 



Sol gruppo sbmplicb di j6o collikeazioni piAilfi. 47 

akhe (f)i <C>; tssQ hi per lad Ic fette 

e per Tcrdd rispcttivametite opposti i punti 



Stcoome il tritngolo autoconttigato rispetto a due coniche si tra* 
sfonna da tnia coUcoeastone nel triangolo autoconiugato rispetto 
alle due coniche trasFormate, cosi : Due triangoU d^ , d^ sono dop^ 
pimmte amologici (*), e U otnologie, in cut si corrisp&ndono, sono 

^0>rXM) ^ ^(«*XPr>' ^''^ triangoli A^ , A^^ jono triplamcnte omohgici, e 
k mhgii, in cui si corrispondono, smo O^^y^^ , 0^^^^^^ , O^^^^y 
Se si considerano le due omologie O^^y^y , ^(o^Kdr) ' '^ ^^^^ 
•(•Wt») » ^'^^ °^ congiunge i centri t7(«T>(p^) » ^(«*)0t) » ^ontiene i 
puDti U^a^HO > ^WC<) ^ P^^^^^ quest! si corrispondono in entrambe 
qoelle omologie; questi quattro punti U poi sono armonici, perchi 
il prino i il ceiitro ed il secondo ^a suU'asse deiromologia anno* 

Donqtie t sopra ogni retta n vi sono quattro punti U, cbe formano 
friffo amumieo; « precisamente la retta tf(<^)(^) contiene i quattro 
pfuiH 

^(•tXw>» ^(a^KW^ ^(«PXto> ^(x^x<r 

Per daaiitk : per ogni punto U passano quattro rette u, cbe forr 
mno un gruppo armonico; e precisamente per U^afg^x^) passano h 

flNrff TiSH 

Qtteste ]^roprietil vanno d'accordo col fatto che le rette u ed 
i punti U sono lati e vertici non solo dei triangoli autoconiugati 



i^^K^^m^J^m^M 



O Cfr. [G\. 
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rispetto alle coppie di coniche delta sestupla S, ma aacora dei trian- 
goli autoconiugati rispetto alle coppie di coniche delta sestupla asso- 
ciata S'; quindi ogni retta u contiene due puoti 17, vertici di ua 
triangolo autoconiugato rispetto a due coniche delta prima sestupla, 
e altri due punti U, vertici di un triangolo autoconiugato rispetto 
a due coniche della seconda sestupla. 

G)rrispondentemente alle due permutazioni («PXy^) ^ (*'PO(t'^0 
che un'omologia del gruppo G,^ produce nelle coniche delta sestu- 
pla S e in quelle della sestupla S', possiamo per ogni punto U e 
per ogni retta u adoperare una doppia notazione, scrivendo : 

Altora i lati del triangolo d^/ autoconiugato rispetto alle due 
coniche (t*), (^') sono le rette 

Volendo conoscere quale sia la notazione cogli indici retativi 
alia sestupla S per una terna qualunque di rette u, che siano lati 
di un* triangolo autoconiugato rispetto a due coniche della sestupla 
associata S', osserveremo che le tre coUineazioni 0, TZS*, TZS*0 
producono nella sestupla S le permutazioni (34) (56), (12) (34), 
(i2)(j6) e nella sestupla S' le permutazioni (iVX3'60> (I'sOC^'^O, 

(i'60(2'30; ma le rette u^,,^^,^^, «(.',',(.'0> •'(I'OC'sO ^^"^ \ ^^^ 
del triangolo \^^^i dunque questi lati sono anche rappresentati da 

•^O'XjO* ^'(mXsO' •'(sOOO- 

Ed ora, trasformando con quella cotlineazione che produce nelle 

coniche S la perinutazione (1^^^) ovvero (*5'j^^,^) C). 

si conclude generalmente che i lati d*un triangolo qualunque auto- 
coniugato rispetto a due coniche della sestupla associata S' sono 

(*) SMntende che bisogna considerare quella delle due permutazioni che ( pari. 
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nrtid di un siffatto triangolo sono i punti 

^(flnw> ^(t«xo» ^(•o(«w» 

perchi sopra abbiam visto che nel punto U^^y.^^ concorrono le 
Per ci6 che si & detto al n^ 2, le tre omologie 

insieme alia coUineazione identica formano un gruppo quadrinomto; 
c ora possiamo dire cbe anche le tre omologie 

0(»B)(T»)> ^(tW^O* ^(•0(«W 

iosieme alia colliDeazione identica costituiscono un gruppo quadri- 
nomio. In G,^ abbiamo adunque due sistemi, ciascuno composto di 
15 sottogruppi quadrinomii simili. 

Osserviamo che le tre coniche (a), (p)^ T^ sono ciascuna tra- 
sformata in sh dalle omologie d'un gruppo quadrinomio; queste omo- 
logie determinano su ciascuna di quelle coniche tre involuzioni, punti 
doppi delle quali sono i punti d'incontro coi lati del triangolo A^. 

12.—V€aari dene forme f^y f^ 4/n %m punto V. 

In seguito ci sar^ molto utile conoscere i rapporti dei valori, 
che assumono in un punto U le forme /, e /J. 

G>minciamo dall'osservare che, essendo uguali i discriminanti 
di /i ed /a ed essendo null! i loro invarianti simultanei, Tequazione 
di 3* grado in \ che determina le coniche degeneri del fascio 
/, + l/i = o, i V + I = 0. Dunque 

fi-fk = o, /, — e/; = o, f,-ef^ = o 

sono le equazioni delle tre coppie di corde comuni alle coniche (1) 

e (Jl:), e I'equazione che rappresenta simultaneamente queste tre 

fluuL Qire. MqUm,, \. %U^ part^ i%— S^ii)pa|o il i^ febbrajo 18^. f 
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coppie di rette h 

/?-/2 = o. 

Osserviamo inoltre che, se in f^ si sostituiscono le coordinate 
d'an punto unite di Una collineazione C, si ha Gf^ ±= ff^ d^fe f 
h un fattore diverso da zero. Quindi per egni panto uaile Aett'dM 
mologia si ha^ in TtrtA delle (12), 

donde segue r = dt i. Bisc^a escludere il valore r = -^ij altri- 
menti si avrebbe /, z= 0, /, =0 e g\k si sa che i punti comunt ad 
(i) e (a) non sono padti uniti di 0. In corrispctidenza a f = i, 
le equazioni precedenti si riducono a 

quindi a queste equazioni soddisfano tutti i punti della retta ff(|4)(^ 
ed il punto U^^4Xs^. 

Applicando ora le sostttuzioni del grujipo si deduce per agdi 
altra retta u e punto U una coppia di equazioni analoghe alle (31); 
e oosi in tutto si ottengono 45 coppie di equazioni, ehe & rispar- 
miamo di trascrivere; dal loro esaroc pcr6 rileviamo che la coppia 
di equazioni soddisfatte dai punii della retta ^(a^(j9i ^ dal punto 
^(«Wy^ si pu6 generalmente scrivere nella forma seguente 

dove i^> ... sodo gli invarianti, di cui i valori sono dati dalle (29). 
Consideriamo ora il punto ^|4)(5€) ; P^f questb passino^ come 

si h visto sopra, le rette u^,^^^, ^1^(45)* •'oO(5«) \ •'(••Xu) P^ ^^ 
quali si hanno> mediante la (32), le coppie di equazioni 

fi-^"fs = o, /^-e/, = o; /,-/, = o, /^-/, = o; 

/,-ey, = o, /,-e/, = o; /, - ey, = o, /,-e*/; = 0. 
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Di queste, ch« sono tutte soddisfatte dal puntp U^^^^^ » si 
deduce che in detto punto si ha 

(33) fi'h=^h /,5/'4-X'/<=^ i:^je:i. 

RifU a calgo^are il rapporto /. :/,. A questo scopo coasideriamo 
U bsm di cooichie 

che, in virc6 delle (12)) sono trasformate ciascuna in $6 dalla omo- 
logia 0, ed in questo fascio cerchiamo le coniche degeneri. Appii- 
aodo la formola (17)^ abjbiamo Tequ^zioA^ 4i te^rzo ^^io 

chc l^a una radice doppia X = e una radice semplice \z=z — . 

c c 

Perci6 il fascip coDsiderato i un fascio di coaiche bitangenti; 
la jcorda da iContacto e il polo di contatto sono la retu \^^^^^e^ e |1 
pnto ^(|4)({6)» ^^^ sono Tasse e il ccntro deU'omologia 0, die 
tnsbrma in s& ogni conica del fascio. 

Ond'i che T.equazione 

(M) /. + «V. - -f (/, + «Y4 + «7, +/J = o 

n|)preseota la retta u^^^^^^s) ^0°^^ ^^^^^ doppia, e I'equazione 

(35) /. + «*A + f (/, + «v; + «7, +/«) =0 

rappresejjyta la coppia dj tangenti comuni concorrenti io ^(|4Xs6)* 
Da quest'ultima, insieme alle {11)^ si deduce che nel punto (^(|4)(s6) 
si ha 

f^c\ —2C—2Ct I e c 1 ^ 

dove 6 i un fattpce 4i proporz^alitit. Inhm ^pfitituendo questi v^- 
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lori nelle (22}, dove si pone per p il valore fissato al n^ lo, si trova 
che nello stesso punto U^^^^^ si ha 

^"^ /;~7r"/;~ /: ~ /; ~n ' 

il £ittore 6 i lo stesso nelle fbrmole (36) e (37)» se tanto nelle 
forme / quanto nelle /' si sostituiscono alle variabili gli stessi tre 
numeri, coordinate del punto t7(,4Xso- 

Applicando alle (;6), (37) le sostituzioni del gruppo, si dedu- 
cono facilmente i valori dei rapporti delle forme /^ , fl in tutti gli 
tltri punti U. 

18. — Le 80 colUneaadani di 3^ ordine S^^^ , *^(<iPrX^'* 

Abbiamo giii visto (n^ 3) che i punti unit! delle 40 coUinea- 
zioni di 3^ ordine, S^^^ » che producono nelle coniche S permuta- 
zioni del tipo («^y)> sono i 60 punti P comuni alle coniche S con- 
siderate due a due. Ogni retta fi> come corda comune per due cop- 
pie di coniche S> contiene quattro punti P; per ogni punto P pas- 
sano tre rette fi, che sono le tre corde, uscenti da P, comuni alle 
due coniche che si tagliano in P. 

Osserviamo che il punto P^^ e la retta ^^^ restano fermi non 
solo per le collineazioni di 3^ ordine 5^^^ , 5^^^ , ma anche per le 
tre omologie O^^^^^j , 0^^^^^ , ^(a3>(«o- E concludiamo in primo 
luogo che in G^^ vi sono 6 collineazioni (la identica inclusa), che 
lasciano fermo un punto P e la corrispondente retta /»; e quindi vi 
sono 6 collineazioni che portano un punto P (o retta p) in un altro 
punto P (o retta p) qualunque. G)ncludiamo inoltre che ncl punto 
Pa^r concorrono gli assi delle tre dctte omologie, e sulla retta p^^ 
stanno i centri delle medesime. Dunque : per il punto P^^ passano 
le tre rette 

e sulla retta p^^ stanno i tre punti 

^(aex«»)* ^(fl«KO» ^(«ax«0* 
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Segue subito die sulla retia "(^ajj^j Uanno i quallro punii 



t per il punto C'caBKrS) P^"ono It quattro rttlt 



PaW • ^f*.« • 



P^^ (•)• 



Rkordando che P^^ e p„^^ sono polo c polarc rispetto alia 
conica (y) e che p^a^ t tangente comune alle coniche (a), (^), si 
»ede che il puaio Pg^ sta sulle coniche polar! di (at) e di (P) ri- 
spetto a (y); dunquc il punto P^^ e panto comune alU dut coniche 
T—,, Tfc,; di qui segue che sopra ogni conica T stanno olto punii P, 
e predsamenle iti Tga stanno gli otto punti 



'^Pr-*' 



^A^' 



licOTdando (n''7) che T„g 4 bitangeme alle coniche (y), (5), (e), (C), 
condudiamo che i punti di contatco sono gli 8 punii P ora consi- 
dcrati. — Per duality : ogni rdla p i tangente comune a due coniche T, 
id ogni conica T I toccata da S rtite p. I due punti ia cui la conica 
T^ tocca la conica (y) sono Pg.,^, P^j^ e Ic rispettive tangent! 
***°° P^A » Pnu^ » ^^^^^ '^' contatto 4 la relta p^^ e polo di con- 
Utto t il punto P^^^. 

Passiamo ora a considcrarc una qualunque Jelle altrc 40 colli- 
aeaxioni di j" ordioe, che produce nelle coniche S la permutazione 
(»?T)C*'0 e che denoiiamo con S^,^^■^^^y 

Sia C la collineazione del gruppo G^^, che produce nelle co- 

oich. S U pe,mu,„io=c (^'p^^/;') ovvcro Q.^'.^^'^') O. = 

*** (•'S'y'S'*'^' ) '* permutazione che la stessa collineazlone pro- 
duce nelle coniche S'..Osserviamo che la colliDeazione CSTC~' 



O Cfr. [G]. 

(**) S'iaiendc cbe di queue due peiniutuioni bisogna considerate quella pari. 
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produce nelle eoniche ddU sestupla S la permutazione(a^Y)()cC) 
e nelle cooiche della sestupla associata SMa permutazione (a'^'2% 
Di qui coQcludiaoio che le 40 collioej9;rioQi <^(ai^ao ^^ comporcano 
rispetto alia sestupla associata come le 40 coUineazioQi S^^^ si com- 
portano rispetto alia sestupla S. Dunque l^ coUlaeasdoni SfaMM) 
hanno per punti unit! e per rette unite i 60 punti comuni e le 60 
tangenti comuni allf eoniche S' prese due a due. Denoteremo con 
PyafY ^ ^OQ P<fVy rispettivamente quel punto e quella tangente co- 
mune alle due conjche («0> (P0> ^^^ ^^ conispoodono come polo 
e polare rispetto alia conica (y'); e supporremo, per ci6 che riguarda 
la disposizioae dei punti P' e delle rette p', ripetute le cose ana- 
logbe a quelle che abbiamo detto sopra per i punu P e per }e 
rette p (•). 

£ chiaro che in G,^ «on vi sono collineacioni che pocdno ua 
punto P in un punto P'; altrimenti ogni punto P potrebbe essere 
portjato in ogpi punto P', e per6 dovrebbero le coqiche S' coind- 
dere coUe eoniche S. In altri termini, le 40 collineazioni di 3° or- 
dine ^(aac) ^on sono simili alle altre 40 collineazioni S^a^^^^; le 
prime d&nno iuogo a 20 gruppi ciclici di 3° ordine, dei quali i 20 
triangoli uniti hanno per vertici e lati punti P e rette p; le seceode 
diinno ancora Iuogo a 20 gruppi ciclici di 3* ordine, ed i 20 trian- 
goli uniti di questi hanno i vertici ed i lati in punti P' e tttxtff. 

Volendo conpscere quale sia la notazione cogll indid relativi 
ad una sestupla S per una tema qualunque di punci U giacenti sopca 
una reitta p\ o di retite u concorrenti in un punto P\ osserveremo 
die le tre collineazioni ZS*0, STZS^O, S*T*ZS'0 producono 
nella sestupla S le perroutazioni (23)(56), (i2)(45)> 03)(4^) ^ 
nella sestupla S' le permuiazioai (i'4'X3'5')* (4'6'X3'50t 6'6'X3'5')i 
ma le r^ette ^^./^^d's') » •*(4'6')(j'50 * "(I'^Od'sO ^o^^^rrono n^l puntp 
^Wy dunque le rette u concorrenti in questo punto sono ancbe 

rappr^entatc da tt(a,Kj«) > %iX^} > ^(mX^sV ^ ®^^» trasfonnandp CQP 
una opportuna coUineazione del gruppo, si condude genendviente 



(*} In [G] sta dimostrato che i 45 punti C7, oltre che giacere tre a tre 
sopra le 60 rette />, giacciono ancora tre a tre sopra altre 60 felle^ ^esle altre 
fy) rette, come era si vede, sooo le rette pf. 
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die Mr Of Ha qudlunque di uUe u toneorrenti in un puHio P' h 
d una terna qualunque di punti U giacenti su una rttta p' I 

14— f^otoH deOe fanne f^^ f[ 1/n un punM P o P^. 

Qaando nelle forme /^ si sostituiscono le coordinate di ua punto 
nnito di S, per Tossefvazione giii fatta ai n° 12 e in virtii delle 
(10), si deve avere 

Di qui s^ue che per r sono itmmissibili soltanto i valori f = i, 
(, t*, e si deduce che 

per r=i si ha : /,=/, = o, e /, = e/j=/s; 

per r = e» si ha: /.=/, = o, e e/,=/j=/j; 

per f = e si ha : /, =/, = o, e /, =/, = e/^. 

Si hanrio cosi tre sistemi di equazioni, cui soddisfaano rispetti- 
Tamente i punti P,„. , ?„., , P..,,. 

Ci6 posto, osserviamo che le coniche del fascio 

V.+(/4 + «/,+/«) = 

sono ciascuna traslbrmata in sh da 5; dunque qtiesto h un fascid di 
coniche bitangenti; i due punti di contatto sono due punti uniti di 
S t precisamente -Pj,,ai Pt2,y Troviajno le coniche degeneri; a questo 
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scopo annullaQdo il discriminante si ha, ia virtii della formoh (ly), 
I'equaAone 

2cV + 9t*X + J +6^ = 0, 

la quale ha per radice doppia ^ = (i + 2^)<f c per radice 

semplice X = (ac + i)e. 

Dimque Tequazione, che rappresenta la corda di contatto, cioi 
la retta p,,^, , conuta due volte, i ^ 

(}8) (ac + I)./. - a(/, + ./, +/^ = o; 

e Tequazione, che rappresenta la coppia di tangeuti comuni, che 
sono le rette p^^^ , p^^^ concorrenti nel punto P,,^, , 4 

(39) (2C + i)tf, +(f^ + t/, +/,) = o. 

Da quest*ultima, insieme coUe equazioni sopra trovate 

si ricava che nel punto P,,^, si ha 

/ X (c— i)e* o o I «• I ft 

Ed ora restano a calcolare i rapporti dei valor! delle fl nello 
stesso punto P,, ,. Basta a qucsto scopo sostituire i valori trovati 
delle /i nellc formole (22)» per cut si ha 

ep/; = a+ce*, 9ffl = 2t + et\ 9p/; = a«+t«\ 

ep/; = 2+<re', ep/; = a« + ce*, ep/; = a+«*. 

Qui gtova introdurre la radice imaginaria quinta i) dell'uniU e 
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le ^titi tty m* definite da 

(41) 1^% «=,+V==i±k2l, a>'==*j*+i|'===±=t5 . 



Le Hi tt' sOQo radid deirequazbne 

»• + » — X = 0; 
tn esse e le f , t hanno luogo le seguenti relazbni utili net calcoli : 

3» = (t-i)(i +2ct) = (t*-i)(i +a^t«) 
(4a) I 3ei' = (t*-i)(i+a<:t») = (s-i)(i+a^t) 
a^ = x +• + » + at». 



G6 posto, dalle formole precedenti, col valore di p=a(c — i), 
si ha nel panto P^^^ 



»«-...# 



Calcoli affatto analoghi ai precedent! dobbiamo eseguire, se 
consideriamo il punto P[y^^, unito nella coHineazione ST, e ci pro- 
poniamo di calcolare prima i valori che in esso assumono le forme 
fl, poi quelli relativi alle forme /|, II risultato h, che nel punto 



(44) 






— •*» 61 — •*•» 



TT-T 



u 



=«', 



Se in tutte le forme / e /| si sostituiscono gli stessi tre numeri, 
coordinate del punto P,, . o del punto ^^^f^^t 9 il parametro 6 piglia 
^/mL Cite Matm., U Xfl> parte i%— Stan^pilo il 24 febbrajo i8^. § 



uno stesso valore nelle formole (40) e (43) ^ toA pore 11 fUMttMCtiO 
6' nelle formole (44) e (45). 

Applicando a tali fi>nnole le sostituriofii del gruppbt st de^u- 
cono facilmente i valori dei rapporti delle forme /^ e /[ in qualon- 
que altro punto P o P^ 



cotttnediHanji 



Mtn* 



tkncHnmo oon K(^^^ qnetlt cottiottakme diV cfdioe dl G^- 

che produce nelle conicbe S la permutazione («Py^}(*0« Osser- 
viamo smIuco che Y^^tfiB} scambia tra loro i due punti di dascuna 
delle coppie 

^(•T)(W)» ^(•»X^)» ^WX«0» ^(T«XO» 

che stanno (n* 1 1) suUa retta u^a&Kx^ * ^ concludiamo che questa 
i una retta unlta di Y^^^ e che i due puoti unit! di T^^^^^ si- 
tuati su <<(a^^) sono quelli che separano armonicafticme le doe cop- 
pie considerate di punti 17; denoteremo questi due punti uniti con 
'^•axt*) « ^•exT«)- Duahntote il punto U^a^y^^ i on pttoio unito 
di Y^ax»} ^ ^^ ^^^ ^^® uoite, che partooo da esso, sono quelle che 
separano armonicamente le due coppie di rette 

•'(•tKW* •(•»)C»r)' VpKO» •(t»XO» 

deooteremo queste due rette unite con v^apxr^)' ^^Wx^i' 

Le coUineazioni y^^TW) » ^(a^) ^^"^ Vyxtiz il cubo dell'akra; 
Tomologia 0^gJ^^^ t quadrato di entrambe; tutte tre» insieme alia 
collineazione identica, fonnano un gruppo ciclico di 4* ordine 
G^. Di sitTatti gnippi ciclici G^ in G,^ se ne hanno 4$; i punti 
uniti sono i 45 punti U insieme ai 90 punti F distribuiti due a due 
sulle rette u. 

Questi yo punti V statinp sei a set sulU conicbe 1 e sei a sei 
suite conicbe T'. Infatti i due punti ^la^iiS) » ^oexY^ ^°^ ^ punti 
di incontro della conica T^ colia retta tt(atpj(^ » perchi qnella conica 
e questa retta sooo tras^ro^fe ip 9^ da I^«^) $ ^ 9 tefw poolo 



I 
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Unito di qtiesu Collioeanoae, t7(iS)(y*>> ^ f"ori della rcua ".aay-t)- 
Sirailmente suUa conica T^ stanuo i punli ^«t)ip»> • TafXM) • 
''('*KPr) ' ''(oSJiW ^ *'^' punti f, che stanno su una conica T,; (o 
T,'';')> sooo i puDti d'incontro di quests coi lati del mangolo A^ (o 
Ki')' ^^^ * P"" triangolo autoconiugato rispetto alia conica T,- (o 
T^-^,). Per dualiri: It yo rtlte V toctanO' sti a sti h ccnichc T e sti 
a set It anicht T'. Delle 8 celUaeaziooi che lasciaco fcrma U retta 
"(oBXt^) S"^'''° sultamo lasciaao feimo ciascuno du punti f^'/am^t* 
T08XT*) ' '^ ^'"^^ quaiiro scambiano qucsii due punti tra loro; cos! 
ad es. la O. ^^ da una parte non pu6 lasciai fermo alcuno dd 
deni punti V, percliS i punti di "(auv-j) ^he resiano fermi per la 



ia si la reiia i 



V e la conica T^ e quindi uasforma ia s^ la 



coppia. di puiui ^"(aa)(j«) » ''(»^iiYfl) iniersezioni di quella reiu e di 
i^sta conka. Segue cbc si pub sempre, e precisamente con quattro 
collineazioni di G^^ , tiasportaie ogni punto V m ogni altto piinto 
y^ e duAlmeote ogni letta v in ogai altra retu v. 

ift.— Valori deUe /aitne /, , j[ net punU V. 



Considenamo la colUaeazJooe 5 72=7^^ 
sitxh dclk (io)„ Cm) e (13) si ha 



, e osserviamo ch« 



s TZj, = ( /, , s TZf, = /. , 5 rz^^ = 6/, , 

STZf^=f,, STZf^ — t'f^, STZf, = i'f,; 

per guisa che in un punto unito di 7^,,,^ si deve avcre 

>•/. = '/.. -•/.=/.. r/, = ./,. 

'/. = ''.. '/i =«■/,. '/i = '■/,■ 

Si trac subito r := d: t*. In corrispondenza a r = e% si ha 



(S]> 



/,='V.. /, = ."/, = .•/,=/,. 
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equazioni queste che determtnano, come gii sapptamo (n* I3)> il 
punto t7^|4)(,«). In corrispoodcnza poi al valore r = — t*, si ha 

(46) /. = -«•/., /, = .74 = -«7, = -/o 

equazioni a cui devono soddisfare i due punti f^^^xs^ > ^CnXsO* 
A completare la determinazione dei valori dei rapporti delle /^ in 
ciascuno di questi pund F, osserviamo che Pequazione 

(47) a.-«7.)+>(/,+«74-«'/,-/«)=o 

• 

i trasformata in sh da S TZ, e che tutte le coniche del fiiscio rap- 
presentato da quest* equazione sono degenerate in coppie di rette; 
infatti calcolandone il discriminante colla (17) si trova che esse h 
identicamente nullo. Inoltre merci le (33) si vede che il panto 
^04K$0 ^^^^^^ Tequazione (47) qualunque sia X. Dunque la (47) 
rappresenta un'involuzione di rette, che ha per centro il punto ^(|4)(^ 
e di cui le coppie sono formate da rette corrispondenti nella colli- 
neazione S TZ; le rette doppie di questa involuzione sono perci6 le 
rette unite V(,4)(j«) , ^(uXi^y ^^* P^^ avere le rette doppie del fascio 
di coniche (47) basta trovare i valori di X, per cui si annulla 
identicamente il primo membro della forma aj^iunta; calcolando uno 
dei parametri / colla formola (18), si deduce un'equazione dia^grado 
in \ di cui le radici sono 



Vi 



Dunque le equazioni 



(48) /. - eV. ±: i^U, + «74 - «7, -/«) = o 



(*) Si ha eziaadio: 




Applicando infine le sostituzioni del gruppo alle (49), (S'')* *' 
deducono facilmente i valori dei rapponi delte forme /j , /J io tutti 
gli altri punti F. 

Le 144 colUneazioni di 5° ordine Z.„, 



Una collineazione di 5° ordine, che produca nelte coniche S la 
pennmazione (aPyXe) sarS denotata con Z,^^^^; in particolare i 
Z,, t^^Z. Le 144 collineazioni di ;° ordine, insicmc alia collinea- 
zione identica, d&nno luogo a 36 gruppi ciclici, G,, e quindi a 36 
triaogoli unili. Ogni Z,^^,-. lascia ferme una conica (^) della se- 
stupla S ed una conica (C) della sestupla S'; i due punti di contano 
delle coniche (C) e (C) (n" 9) sono due punti uniti di Z^^^^^ , cd il 
terto punto unito 4 il punto d'incontro detle tanpenti coniuai a (C) 
e (C). Denoteremo quest'ultimo con K ed 1 primt due punti uniti 
con H', H", alle quali lettere apporremo per indice il cido (ap-j-^e) 
o una sua potenza; simllmente colle lettere k, h', h" e collo stesso 
indice denoteremo la corda di contatto e le tangent! comuni alle 
coniche (!|) e (^'). Corrispondentemente ai 36 gruppi ciclici G^ ab- 
biamo 36 punti K ed altrettante rette k; abbiamo pot 72 punti H 
ed altrenante rette b. Un punto K ed una reita it, che hanno per 
iodic! uoo stesso ciclo, potenze d'uno stesso cido, sono polo e 
polare rispetto a quella conica, la cui cifra manca nel cido. 



I 




In ogni ptmlo K concorrono f retu u, a su agni reUa k gi§c- 
iiono s P^^i U; e precisamente gli indlci delle 5 reue 11 coQCorreii|i 
in ^(a0Y^> c <ici 5 puoti U situati su it(a^) spno 

(T*)(P«). (*e)(Y«). (««)(*P). («W«Y)» (PT)(««i> C). 

iDfatti sia Q un'omologia, che ha per centro uno qualunque di 
quest! cinque punti U, e chc percid lascia ferm^ U CQuica (Cji ba- 
sterii dimostrare che il punto K^^^^ > che qui desi^rema sempU- 
cemente con K^ t un punto dell'asse di Q. Scrivendo ancom. pcf 
semplicitii Z in luogo di Z^o^)^ > si ha 

2qZ = Q e quindi Z(QX>=q£; 

* ^^ 

donde segue che il panto QK h ancora un punto untto iS Z; td 6 

lo stesso punto E, perch& Q non pu6 portare un punto fuori ddta 

conica (C) in un punto di questa conica; dunque iC i un punto 
unito di Q, ed h un punto dell'asse di Q, perchi il centro di Q i 

alterato da 2. 

Dalla proposizione dimostratx segue faciloAente che 9gni nita u 
cofUiifU ^$aUro punti K^ e cbe per ogni pumia U passaw fW^ra 
retu ki e precisamente gli indlci dei quattro punti K situati su 
^MXx^ e delle quattro rette Ji: concorrenti in U^a»^^) ^<^i^ 

(«PY«*)t (*^PY*i C*PyC»). («^&t^. 

18.—ValoH dMe farmm f^, fi mei ptmti £ « H 

Osserviamo che, in virtJi delle formole (,ii\ per Qgni puato 
ux^o di Z si ha 

rfi=fif rf,=zf^, ''/i=A» 

^f,=f,^ ^U=U^ ^U=fr\ 



■^^■^■^^»»^i»*W»«P^»*«»i""«*% 



O Si ottengooa accoppiand0 due ofiee coafccatiia^ e le 4ae a futst^ 
centiy del ciclo (okP^Scj^ 
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doode stgae che per r sono dtnmlssibili soltanto le radici quintc del- 
rooiti. Siccome Z trasforma in s& la conica (i)> per il punto unito 
Z|Che i fuori di questa conica> si deve considerare il valore r= i; 
gli altri due punti unit! H\ H'\ che sranno suUa conica (i), cor- 
liipoadono a due valori di r, che sono radici imaginarie quiute 
ddl'uniti. 

Intanto per Q punto K^^^^^^ si ha 

A coini^letare la determinazione dei vatori delle forme /i in que- 
sto punto K^ consideriamo il fasdo di coniche (20) 

>; v. +./.+/,+/4+/5 +/« = «' 

dascuna delle quali h trasformata in si da Z, e cerchiamo le coni- 
die degeneri. AnnoUando il discriminante, che si ottiene coUa for- 
mola (17), si ha Tequazione 

2eV — 15 X -f (loc — 15) = 0, 

che ha una radice doppia X = = 7-— — r e una ra- 

2 2(c + I) 

dice semplice X = — (2 c — 3) = — j — . In corrispondenza alia 

c -f- I 



Di qui resta confermato analiticameote che nel puoto K^^^^^^ concor" 
rono le 5 rette 

«U5)(i*)» "($000 > "'(<«X>$)' "(MK4<)» "04)05)* 

P*^^ per queste $ rcttc sono verificate (n° 12) le cinque coppie di equazioni 

/3-/6«0, /^-/j=0; /,-/^=:0. /,-/^=:0; 

/a— /6==o, /,— /j==o; /,— /, =0, /^— /g = o; 
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radice semplice si ha dunque requaztone 

(SO 5/. + (c + oa +/, +f, +fs + A) = o, 

che rappresenta le due rette unite di Z concorreod nel panto K^tt^M' 
Dunqae in questo punto si ha 

Sostituendo questi valori nelle (23) si trova che nello stesso 
puoto Ki,^^ si ha 

/ \ — («* + » » * * » ^A 

In corrispondenza alia radice doppia deirequazione sopra scritta 
di 3* grado in ^» si ha requazione 

(54) Sf^ -2(e + i)(f, +/, +/, +/, +/^ = o, 

che rappreseDta la retta doppia del fascio considerato di coniche, 
ed essa & la retta unita k che congiunge i punti H*, fP\ 

A detertninare i rapporti dei valori, che le forme f^ hanno in 
questi punti H\ H'\ ricordiamo che per ciascuDo di essi il para- 
metro f h una radice imaginaria quinta ta deli'unitii^ e quindi in 
essi si ha 

• 

(55) /, = o, /, :/, \f^ :/, :./; = i : u, : uf ; uj : uj; 

ma resta a stabilire quali delle quattro radici imaginarie quinte del- 
Tunitii bisogna scegliere. 

A questo scopo ricordiamo (n° 9) che fuori del fiiscio sopra con- 
siderato vi sono altre quattro coniche inalterate da Z, le equazioni 
delle quali sono 

(2 /, + >}./■, + »;/, + >j//, + -nth = o. 
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«j 



e osserviamo che queste quattro coniche sono degeoeri e si ridu- 
cono due alle rette doppie KH\ KW e due alle coppie di rette 
H&\ KH'i H'H'\ KH''; dobbiamo dcciderc per quali radici y), 
d ottengano le rette doppie. G)struiamo perci6 la forma aggiunta del 
primo membro della (21); applicaado la (18), troviamo che 11 para- 
metro /, (a meiio del fisittore 2c) h 

2C-1 +«(», + u?) + «'(»? + »/) 

e noi siamo ridotti a decidere per quali radici y)^ questa qdantiti si 

annulli. Posto 7)1 = 11', essendo » == e ' come al n° 149 il valore 
ddla detta quantitii per 1 = i, 4 t 



2C 



~ I + CO) + «•«' = J/— 15, 



pert = 2, 3 il valore della stessa quantitii h 

2C — I + «»' + «*» = 0. 

Dunque le equaztoni 



Cy6) 



t 



'^Ppresentano le rette K H\ K //" considerate come rette doppie e 
'^ cquazioni 



(56*) 



L + »/, + >»74 + ^% + -^^6 = 



'^Pprcsentano le coppie di reite : WW, KH'; H'H'\ KH'\ 

I punti H\ if soddisfano ciascuno ad una delle equazioni (56) 
^ ^ll'altra no; alEnchi ci6 si vcrifichi bisogna nelle (55) assumere 
4{^. Qirc M'^tm.f t. XII, parte i%— S^mpato il a6 febbrajo i8^. ^ 
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m^ = n* oppure n^ =: n'. E cosi si pu6 coacludere chc nel punto 

e nel punto '^a,4,(} si ha 

"^^ /. /. "A A"/, ""/* ~ 

Sostituendo quest! valori nelle (2a), si ricava che nel primo 
panto ^ ha 

(58) jr—jr-jr—jr—jr = jr—9 

e nel secondo punto si ha 



(580 



_o^ I Ti^. JL _5l Jll ft" 



Per trovare i valori delle/ c delle/^ negli altri punti K^ H\ H'\ 
non si ha che da crasformare queste formole colle sostituzioni del 
gruppo. 

£ importaote osservare che per i punti H non passa alcuna 
retta ti, poichi per una retta u si ha f^=zf^, che t in contradi- 
zione colle (57), (57O1 P^f dualitji suUe rette b non sta alcun 
punto U. 

Si & vistO) al numero precedente, che un punto K^ oltre che dal 

gruppo ciclico di 5° ordine generato da Z, rimane inalterato per 5 
omologie; or bene, una qualunque di queste omologie Q, lasciando 

fermo il punto j? e la conica (C), lascia ferma la polare di K ri- 
spetto a (^) e quindi lascia ferma la coppia costituita dai due punti 

P^ uniti di Z; ma scambia tra Ipro questi due punti H, percb^ es^ 
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son diVersi dai punti U e non stanno su rette H. Nel caso di 

Z=2'^,,456), appHcando la sostituzione S*OS, si verifica appunto 
die Ic (J7) si convertono nelle (57') e viccversa. Di qui segue che 
] due punti H, che cadono sopra una retta k^ separano armanUamenU 
il centre e Vasst di ciascuna dcllt / otnologit di G,^, che lasciano 
jirma la retta k, e dualmente. 

E possiamo anche conchiudere che non solo ogni punto K (o 
retta h) pu6 essere portato in qualunque punto K (o reita k) con 10 
collineazioni del gruppo; ma anche ogni punto H (o retta h) pu6 
essere portato in qualunque punto H (o retta /;) con cinque colli- 
neazioni del gruppo. 

19. — La canfiguraaione del gruppo G^^. 

Se ad un elemento (punto o retta) del piano si applicano tutte 
le collineazioni di G^^ , si octiene un sistema di element], cht si 
pennutaoo poi tra loro, quando a tutti si applichino le collineazioni 
del gruppo Gj^. Un siffatto sistema di elementi sari da noi detto 
[ruppodi dementi; essoconsta in gcncrale di 360 elementi; ne possiede 
nieoo di 360 allora e allora soltanto quando uno, e quindi ognuno, 
dei sttoi elementi i elemento unico per collineazioni del gruppo. Se 
Qfl elemento h unito per n collineazioni di G,^ (la identica inclusa), 

« i un divisore di G,^ , e ^ — 6 il numero degli elea^nti distinti 

del groppo, cui appartiene quell'elemento, che diremo poh n^^"* se 
^ HQ punto, asse n^^ se & una retta. Tutti i gruppi di punti costi- 
torti da meno di 360 punti sono i seguenti : 

a) il gruppo di 36 punti K, poli decupli, 

b) n gruppo di 45 punti 17, poli ottupli, 

c) il gruppo di 60 punti P, poli sestupli, 

d) il gruppo di 60 punti P', poli sestupli, 

e) il gruppo di 72 punti H, poli quintupli, 
/) il gruppo di 90 punti F, poli quadrupli, 

g) infiniti gruppi di 180 punti, poli doppi, che si ottengono ap* 
P^Vcando le collineazioni di G^^ ad un punto qualunque IV d'una 
t^tta u, che sia diverso dai punti /if, U, F, P, P^, Per dualiti soap 
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da constderare i gruppi delle 36 rette k, assi decupli; delle 45 rette 

u, .assi ottupli; ecc. 

£ notevoUssimo il poligono completo, che ha per vertid i 45 

puDti U. Ricordiamo che per un puDto U passaDo 

4 rette ti, ciascuna delle quali contiene altri 3 punti 17, 
4 rette p, ciascuna delle quali contiene altri 2 punti 17, 
4 rette p\ ciascuna delle quali contiene altri 2 punii U, 
4 rette Jt, ciascuna delle quali contiene altri 4 punti 17; 

di guisa che su queste 16 rette, uscenti da un punto U, stanno 

4X3+4X^ + 4X2+4X4 = 44 

altri punti U, cio& tutti gli altri punti 17. Dunque il poligono com- 
pleto, che ha i vertici nei 45 punti C7, ha per lati ; le 45 rette u 
(con 4 vertici ciascuna), le 120 rette ^ e p' (con 3 vertid ciascuna), 
e le 36 rette k (con 5 vertici ciascuna) (^). 

Colla nostra notazione, dati due punti ^(^pxt^) ^ ^(MM^ ^ 
riconosce subito qual h il lato del poligono, che li congiunge. Le 
due quateme di indid a, p, yt ^ e X, f&, v, p debbono avere in 
comune almeno due indici; esse poi sono divise dascuna in due 
coppie : («P), (y^) P^f Tuna, (Xf&), (vp) per Taltra^ Ci6 posto, sono 
a distinguere 5 casi: 

i^) le due quateme sono formate cogli stessi quattro indid, ma 
le coppie deiruna sono diverse dalle coppie dell'altra; la retta che 

congiunge i due punti U^^^^^, ^(axKm * «*(«8Xtt)» (^' ")l 

2°) le due quateme hanno tre indid comuni, due dei quali for- 
mano una coppia comune; la retta che congiunge i due punti U^aB^w* 

3**) le due quateme hanno tre indid comuni, ma non hanno 
coppia comune; la retta che congiunge i due punti U^a^y^^t ^(<^XM 

* *(aM») (°" ^7); 

4^) le due quateme hanno due soli indid comuni, che stanno 
almeno in una coppia; la retta die congiunge i due punti U^^^^ , 

(•) ar. W I m a n^ 1. c» pig. $$a. 
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j'J le due quaterne hanno due soli indici comuni, che non 
suano in alcuna coppia; la retta che congiunge i due punli t^(ap){s,) . 

Insicme al poligono completo, che ha per vertici i 4J punli U, 
i da considerarsi il multilaiero completo, che ha per laii le 45 reite 
r, e noi imagineremo per questo ripeiuto qiiaoto corrisponde per dua- 
iiti ille cose sopra dette per queilo. 

II potigono ed il mulcilatero considerati d^nno luogo ad una 
cooGgurazione, in cui entrano I 45 punti [/ e le 45 rette w, i 120 punti 
?, f e le 120 rette p, p', i 36 punti X e le 36 rette h. Questa 
coo6gurazione h trasformata in sh dalle 360 collineazloni dt (7^^ ; 
(S51 inoitre corrisponde a si stessa (come vedremo pii tardi) in 360 
correlazioni, tra le quali si trovano 36 sistemi polari. 



30. — Isotto{fruppi di G^^, ehe trasffyrmano in «d «ii 
elcmento unito. 

Nod fermandoci oltre sui sottogruppi ciclici di 2°, 3°, 4°, 5° 
ordine generati dalle collineazioni delle varie sorta O, S, Y, Z, n6 
(Hi sonogruppi quadrlnomii, occupiamoci in parlicolar mode del sot- 
togruppi, che lasciano ferma una retta ti, una retta p op', una retia 
i. Per una reita v, e per una retta h, non vi 6 nulla da aggiungere 
1 quello che gi^ si t detto, rimanendo Ferma una retta v soIlaDto 
per un gruppo cidico di 4° ordine, ed una reita h sohanto per un 
gruppo ciclico di $" ordine. 

i'. Retta «.— Conosciamo (n" 11) le 8 collineazioni del soito- 
groppo, Gg, di GjjB. che lasciano ferma la retta m.^^j^^j ; su que- 
sta nascc una proiettivit^ per ognuna di quelle coUiDeaziooi; osser- 
riamo peri che una stessa proiettivitJ. pu6 cssere prodotta da due 
collineazioni; e precisaniente la colHneazione idenlica e I'omologia 
<?(,p)(jjj dinno sulla retta «(oE)(tJ) '* proietiiviti identica, le due 
omologie Oj;,j)i3i) , Oj^j^g^j ditnno su W(,fl)(yi) una stessa involuzione; 
e ciii si ripete per Ic due omologie ^(a^v,;) . 0,^j(^j e per le due 
LfolUneazioni y,ayBS) > ^ia^M' ^^ ^^^ involuzioni cosi generate sutla 
> ti.,n\,-4) formano (coU'identitik} un gruppo quadrioomio; e sic- 
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come le tre coppie di punti doppi sono 

^(«tKW ^(«^(Bt)> ^(«3)(0» ^(t*XO» '7»3Kt»)» '^WW* 

cosl ognuna di queste tre coppie separa armoDicameote le altre dae, 
e tutti quest! 6 punti rappresentano le radici d'una forma ottaedrica. 
Le quaterne di punti corrispondentisi suUa retta n formano qudla 
particolarc involuzione di quarto grado, che & determinata da una 
forma biquadratica e dalla sua Hessiana; notevoli quaterne sono co- 
stituite dai punti P, dai punti P' e dai punti K giacenti suUa retu 
fi; ogni forma biquadratica, che rappresenta una quatema, ha per 
covariante sestico la forma bttaedrica suddetta. 

Le colli neazioni di G, , che lasciano ferma la retta ^(oBKr^ * 
trasformano in si anche la conica T^ , su cui determinano un gruppo 
diedro di 8 proiettivitl binarie, che consta di un gruppo ciclico di 
4** ordine coi punti uniti in '^o^xt*)* ^&Ky*) ^ ^^ 4 involuzioni, 
assi delle quali sono le quattro rette u uscenti dai punto ^(opxr^* 
£ superfluo avvertire che il gruppo Gg , che lascia ferma la retta 

Vb)W) » '^^*^ ^*^"°^ ^"^*^^ ^'^ P""^^^ ^«P)<T«)- ^° ^J*> ^* sottogruppi 
siffatti, G, , se ne hanno 45 che sono simili. 

2'. Rttta p. — Sappiamo (n® i j) che le coUineaztoni di Gj^, che 

lasdano ferma la retta p^^^ formano un sottogruppo, G^ , compo- 

sto di 

'> •^(»iO> •^(W ^(«««)» ^(•S)(W» ^WX»«)» 

esse generano suUa retta p^^^ un gruppo diedro di 6 proiettivit^. Di 
queste, due sono cicliche di 3* ordine coi punti uniti in P^^ , P^p 
e tre sono involuzioni, per le quali tre punti doppi sono i tre punti 

^((»P)(t:)» ^(«p)(W)» ^(«P)(5.) « 8^' ^^^" ^^ P"°^* ^W sono i punti 
intersezioni della retta p^^^ coUe tre rette u^^^^^) > VphW » ^(apX**)* 
£ uti^e assicurarsi che quest! ultimi tre punti non sono tra i 
punti I/, P, P'y Vy JfjT, jFT. Basta verificar ci6 per il punto comtme 
allc rette />34,, , Wh.$6' ^ questo scopo calcoleremo i valori delle/ in 
questo punto. Abbiamo visto (n** 12) che tutti i punti della retta 
^(h)CjO sono soddisfatte le eqtiaztoni (ji) e (J4), c (n® 14) che per 
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tutti i punti della rctta />,, , 4 soddisfaita Tequazionc (38), e per tutti 
I puori dclla coppia di reite)^,,, , />,,, 6 soddisfatta Tcquazione (39), 
Applicaado alia (38) la sostituzione Z e alia (^9) la Z T, possiamo 
dire cbe tutti i punti della retta p^^^^ soddisfano alle equazioni 

090 (" + I)/, + «y. +A + «7« = o. 

06 posto, lisolTendo il sistema di equazioni (51), (54), (sS*), 
O9O1 si ricava 

/.,x »(4 — _ 3C3g — a)« _ I — 4g _ (i — 40« _ ?« L. 

^"^ /. "■ /s -~7r~~~Z ~T~f^' 

qnesti sono i valori det rapporti delle / net punto comune a p^^^ e 
"(mXjO ' ^' fltiale non 4 uno dei punti C7, P, P', F, If, H, pcrchi 
tdi valori sono diversi da quelli che fomtscono le formole (36), 

(40)) (44)* (49)> (52)> (57) ^nche se a quest e si applicano tutte le 
sostituzioni del gruppo. 

Denotando con /, , /, , /, le tre involuzioni del gruppo diedro 

sopra considerate suUa rctta p^^ , per costruire una scstupla qua- 

laoque di punti corrispondenti su questa relta, basta prendere di un 

punto M il coniugato Mj nella /, , di Af, il coniugato Af, nella /,, 

di M^ il coniugato M^ nella /, , di M^ il coniugato M^ nella /, , di 

^4 il coniugato Af^ nella /, ; il coniugato di M^ nella /, 4 nuova- 

oiente Af. 

n sottogruppo, G^ , che lascia ferma la retta ^a^r* '^^'^ anche 
^^rnio il punto P^g, , inoltre trasforma in s4 la conica (y) c la co^ 
^'ca T^ e genera su ciascuna di queste coniche un gruppo diedro 
"* < proiettiviti, il quale consta d*un gruppo ciclico di 3® ordine coi 
P^nti uniti nei due punti P^^^ , P ^ (in cui (y) e T^g si toccano) 
^ di tre involuzioni, che hanno per assi le tre rette u concorrenti 

Quanto si 4 detio per una retta p si trasporta senz'altro ad 
V^Oa retta />'. Volendo rappresentarc cogli indici relativi alia sestupla 
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S Ic coUineazioni d'un gruppo G^ , chc lasda ferma una rctta p\ 
basta osservare che tal gruppo contiene tre omologie, di cui i centri 
sono i tre puoti U che stanno su una rctta p' (n® 13), c si con- 
clude che le coUineazioni d*un gruppo G^ sono : 

^» ^OrXO» ^(T»XW» ^(-WW* '^(<*rx«0» ^(•rWW- 

In G,^ vi sono due sistemi di soctogruppi G^ t G^^, ogni si- 
sterna contenendo 60 sottogruppi simili. 

3** Retta k. — Le coUineazioni di G,^ , ^che lasdano ferma la 
retta ii^(ap^) > ci sono note (n* 17); esse fbrmano un sottograppo, 
G„ , composto dal gruppo dcUco generato da Z^^^^^y e daUe dnque 
omolog^e 

^(«»(tT)» ^ffrX**)* ^(T»KP«)» ^(a^XT»)» ^(-XW)- 

Di qui nasce su i^((,3^) UQ gnippo diedro di 10 pioietdviti bi- 
naries formato da un gruppo ciclico di 5* ordine coi punti uniti in 
^(aM%)9 ^oMt) ^ ^^ dnque involuzioni, per le quali i punti C7, 
centri deUe suddette omologie, sono cinque punti dq>pi e gli altri 
cinque punti doppi sono i punti d*incontro degli assi delle mede- 
sime omologie coUa retta It^fgQ^ty £ bene anche qui assicurarsi che 
quest! ultimi cinque punti non sono tra i punti 17, P, P\ F, K, /f, 
e basta verificar ci6 per il punto comune aUe rctte i^^^^^^ » •'(4sX30* 

Applicando la sostituzione 5' aUe equazioni (31)9 (34) si hanno 
le equazioni 

(31O /,-/6 = o. /,-/, = o, 

(34O /. +/a - Y-«(«/, +/4 +/s + •/.) = <>, 

aUe quali soddisfano tutti i punti deUa retta u^^^^^^g^. 

Quanto alia retta \t^^^6) » ^ ^^^^ punti soddisfano aU'equazione 
(54) e ancora alle due equazioni ($6'); a queste ultime due si pu6 
sostituire quella che si ricava sommandole 

{sn 2h + «/i + «74 + «7. + ^h = 9- 



(fe) 
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Risolveado ora il sistema (31'J, (34'). CS4)i Cs6")> si trova 

19/, = 3 ( — 2, 6/. = 2 — £, 
9f, =6/-. = £(!-.■) + ». 
«/. = »/, = '(■-•) + '■: 



qaciti soDO i valori dei rapponi delle / ne! punto comuoe a ^(,,,,(5, 

"liiXiO" '' 'i^^^^ "O"* * "°° ''^' P""*^' ^' ^' ^'> ''t ^' ^^' P"'^'^^ 
iiti valori sono diversi da quelli clic foroiscono le formote (36), 
(40), (44), C49), CS3)> Ci7) anche se a quesie si applicaoo tuttc Ic 
sostltuzioni del gruppo. 
^ Ud sistema di died punt! comspondcnti suUa rena i^(au,) si 

ottiene prendendo di un pumo qualunque successivamemc 1 coniu- 
gici nelle ciaquc involuzioni che si hanno su tal rctta, ia modo 
aaalogo a quello che si b dello poco sopra a riguardo d'una retta p. 
Un sottogfuppo G,o , che lascia ferma una retta h lascia anche 
fermo il punto K che ha lo stcsso indiee, inoltre Irasforma in s& 
una conica della sestupla S ed una conica della sestupla S', e ge- 
nera su ciascuna d! queste coniche un gruppo diedro di 10 proiet- 
liWti binacie, composto d'un gruppo ciclico di $" ordine e di 5 in- 
"oluzioni, assi delle qcali sono le j rette a, che concorrono nel punto 
^^ fl cde rimanc fermo. Di sifFatti sottogruppi G,, ve ne sono 36 
^v«> G^, i quali sono simili. 



JJi — Ancora la configtiraiftone M Gjg, 



Sopra (n° 19) abbiamo considerato un poligono e un multilatero 
*o*»^pleii trasformaii in sfe da C,^; tra i vertici e lati di quelH non 
"fiUrano i punti F, H nt le rette v, h. Diciamo ora alcune cose a 
'o^Tjplemento di quanto t gii siato dcUo sulla configurazione di G^^, 
Sopra ogni retta u non vi h alcun punto H, c per ogni punto 
" Hon passa alcuna reita h, come fu dimostrato al n" 18. Sopra 
OBTii retta u vi sono soltanto due punti r, e su ogni retta » vi 6 
ur» solo punto U {n° 15); per dualiti per un punto U passano due 
J^mJ. Cire. MifUm., t, XII, parte 1*.— Stampito jl a m^riQ 18^. 10 
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sole rette v, e per un puoto F una sola retta u. Infatti, siccome le 
rette u sono 45 ed i punti F sono 90, se sopra una retta u stes- 
sero piii di due punti F^ per ogni punto F dovrebbe passare piii 
d'una retta fi» e viceversa; ma allora i punti F figurerebbero tra i 
vertici del multilatero completo. 

Su ogni retta k vi sono due soli punti H, e su ogni retta b vi 
& un solo punto K; per duality per ogni punto K passano due sole 
rette i, e per ogni punto H una sola retta Ji:. SuUe rette p^ p\ v, k 
non vi sono punti Jf , c suUe rette k non vi sono punti P, P\ F, K. 
Infatti considcriamo un punto £*, le 5 rette u che cscono dal me* 
desimoy e gli altri tre punti K che stanno su ognuna di qaeste 5 
rette u\ in tutto 16 punti K. Se per il punto IT* passasse una delle 
rette p^ p\ v, k^ b (oltre alia b che gi^ conosciamo), passerebbero 
almeno 10 rette della stessa specie (*), e si avrebbero sopra ognuna 
di queste rispettivamente 6, 6, 4, 10, j punti K (il punto K^ in- 
cluso) C^), per gutsa che, oltre ai t6 punti K gi^ considerati^ se 
ne troverebbero altri 10 X j, 10 X S, 10 X j, 10 X 9, 10X4, e ci6 
per ogni retta p^ p\ v^ k, b che si imagini passare per K^; si tro- 
verebbero dunque piii di 36 punti K. 

Su ogni retta p vi sono soltanto due punti P, e per ogni punto 
P passano soltanto due rette p. Infatti, se suUa retta p^^^ oltre ai 
due P^^^f Pfl^^ (n* 13) vi fossero altri punti P, questi dovrebbero 
essere almeno sei, ma allora la retta p^ taglierebbe le sei coniche 
S in pi& di 12 punti. 

Su una retta p non vi sono punti P*, e su una retta ^' non vi 
sono punti P. Infatti si abbia presente il sottogruppo G^ » che lascia 
ferma una retta p' (n° 20), e si consideri un punto P qualunque; 
possono darsi tre casi : 1° i tre indici di P sono in uno stesso dei 
due cidi (a^y), (^cO> 2° soltanto i primi due indici di P sono in 
uno stesso cicio; 3^ i primi due indici di P sono Tuno in un ciclo 
e Taltro neiraltro. Nel primo caso si conclude che il punto P con- 
siderato non sta sulla retta p\ perchi le due coUineazioni di 3** or- 

O Si abbia presente il gruppo G,o che lien fermo il punto i^. 
{**) Si abbiano presenti i gruppi che ton^ono ferine ui^ a() uqj^ le rette ^, 
f^ v> ib| b che si coi^idefanQ. 
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dioe di Gl \o cambiano in altri due, che non sono in linea retta 
coQ csso; negli altri due casi si conclude ancora che il punt3 P 
coosiderato non & sulla retta p\ perch& si trova una delle tre omo- 
logie di G^ 9 la quale lo cambia in un altro punto P, che congiunto 
COQ esso di una retta u. 

Ed ora, senza entrare nelle dimostrazioni, che ci porterebbero 
tioppo in lungo, ci limitiamo ad asserire che sulle rette p^ p' non 
▼i sono punti F^ ni punti Hy che le rette Vj oltre ad un punto U 
ed on punto F ciascuna, non contengono altri punti uniti, e simil- 
mente le rette b^ oltre ad un punto H ed un punto K ciascuna, 
DOQ contengono altri punti uuiti. Di guisa che abbiamo il seguente 
qoadro 
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dove ogni numero denota quanti punti della specie, che intesta la 
sua colonna, stanno su una retta della specie, che intesta la sua linea; 
conservando lo stesso quadro di numeri, ma cambiando le lettere 
niinuscole nelle maiuscole e viceversa, ogni numero passa a denotare 
quaDte rette della specie, che intesta la sua colonna, concorrono in 
un punto della specie che intesta la sua linea. 

22. — I soUogruppi G^ , G,g , G^^ (♦). 

Studiati i sottogruppi di G^^, che Insciano ferma una retta unita 
ed un punto unito, rivolgiamo ora la nostra attenzione ai sottogruppi 



O y* Wiman, I. c, pp. $43-$44. 
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di coUineaziont, che producono grappi intransitiYi di pennatazioDi 
nelle coniche della sestupla S o delta sestupla S\ Lasciando in dis- 
parte i casi, che conducooo ai gruppi quadrinomii ed at gruppi G^ 
gii considerati, ci restano ad esaminare i cast, in coi in cui i sistcmi 
d'intransitiviti sono 

n [«, P, t]; p. «. Cl 

a') [«. P, T. h [«]J ra 

3') [«. P. T. ^}i [•> q 

4') [«. p» T. >. «]j ra 

per la sestupla S e gli analoghi per la sestupla S\ 

Cominciamo dal considerare il sottogruppo formato da quelle 
collineazioni, che permutano tra loro le tre coniche (a), (P), (y) e 
tra loro le rimanend tre coniche (&), (9), (C). Esse sono, oltre alia 
identica, le seguenti 8 di 3'' ordine 

'^(aar)> '^(•rf>» '^(«0» '^(8Ci) 

'^(«PtX«»0» '^(«PtX«i)» •^(«rW«»0» •^(«T»(««) 
e le seguenti 9 omologie 

^OrXO » ^(T»XO » ^(«WO 
^OtXW » ^(T»XW) » ^(«PX58) 

^OrX«») » ^(T«X* O • ^(•Wto) » 

e costituisoono un gruppo, G,, , che condene quattro gruppi cidici 
di 3^ ordine generad rispetdvamente da 



SUL GRUPPO SEMPLICE Dt jfio COLltNEAZIONI PIANE. 



77 



I quattro tnaagoli uniti di quest! sono ognuno trasformata in 
si i]i luilc le coUineazioni di G,, ; ci6 i manifesto per i pritni due, 
di cui i lati sono: per I'uno p,r_g , /"^j,, , /j^; e per I'altro pa,^, 
fitsi/'aar' ^'olendo dimosirarc die la cosa i vera anche per gli 
litri due triangoli, chc hanno per lati reite p', coasideriamo i 9 
ponti U, centri delle omologie di G,, , e distribuiamoli in teme 
ndic quattro maniere indicate nci seguenti quadri : 



\0,^ 



a„ 



u,„ 



t;,^ 



u.^ 



u,^ 



"(WCO "(fX-O '^{aB)Wi I ^<Bf)('0 "cth-Hts) "(ftfK«i) 

t') ^(arHW) ^(T»xm ^(»B)[W) ^^^ ^fJM) '^(T«)(W) ^(r>){»>) 

"fSri/jhs "/*,^(».» LJr^Bi/ft^ I "fiiaifir\ '^taB\ia\ ^tm 



^CBtXS') 



*^(»B)(':) ^tap)(») *^<=W(*') 



(HI) 



u,. 



u,.. 



u,^ 



u... 



U,,, 



(BtKC) ^(r>XMl ^C«3«*«) I ^(MiA) ^{ToK'O "loPHW) 

^r^vm ^t-^istt ^(«B)Ci:) (^^) '^(^vEff\ ^7,,^,^ U,^, 



"CBrXW *^(rO(*') 



^<frrxm "(T«X<0 ^(aPX**) 



"<ioX'i) ^{»e)(M) 



^(erX»*) '^<T"XW "^("SHO- 



Le tre ternc del quadro (I) sono le tre teme di punii U, che 
stintio sullc rette p,^g , /"r,.,, , Z",^.; ; c le tre terne del quadro (II) 
sono le tre lerne di punii U, chc staano sulle retie Pu^_g. , f„ o Pa^f 
I tre puoti U d'una linca qualunque del quadro (III) stanoo sopra 
uni retta p'; si hanno cosi tre rette p', che sono rette unite della 
coHineazione Sf^orXSt!^) > P^^rchi questa collineazione permuta tra loro 
i iw puoti U d'una stessa linea; le altre collineazioni di G,j per- 
mniiDO tra loro le deue tre rette p', perohi con ognuna di tali col- 
Hneazioni i tre punti U, che sono in una linea del quadro (III), si 
cimbiano in tre punti U, che sono ancora in una linea dello stesso 
qnidro (•); dunque il gruppo G,g lascia fermo it triangolo unito di 
•S'irtjvj.Q. Similmente sul quadro (IV) si vede che il gruppo G,, 
lucia fermo il triangolo unite di S^^^■^s^y 



(*) Basu v«ril3car cib per le due omologie O^^^^g,]. 0^^^^, perchg questc, 
™ ^(B%X^) • B^*'*"" '""o il gruppo G,i. 
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Adunque il gruppo G,, lascia fermi ad un tempo quattro dei 
40 triangoli uniti nelle coUineazioni di 3° ordiDC di C,^; due di 
tali triaDgoli hanno per element! puoti P e rette p^ e gli altri due 
hanno per element! punti P' e rette p\ 

£ importante osservare che i 9 punti C7, centri delle omqlogie 
di G,, , sono i flessi d*un fascio sizigetico di curve di 3** ordinCt 
perchi abbiamo visto che per essi passano 4 curve di 3** ordine de* 
generate in trilateri; ed i 4 triangoli, che sono ognuno trasfonsato 
in s6 da G,, , sono i triangoli dei flessi per un fascio sizigetico di 
cubiche, formano cioi (come diremo per breviti) una quaterna Hes- 
siana. Segue che G,, & il noto gruppo di coUineazioni che trasformi 
in si ogni cubica d'un fascio sizigetico (*); a questo fascio appar- 
tengono evidentemente la curva Jacobiana delle tre coniche (oc), (p), 
(y) e la curva Jacobiana delle tre coniche (i), («), (C) (^). 

Ogni sottogruppo G,, contiene la sottogruppi G^ , quelli che 
lasciano fermi uno ad uno i lati (o vertici) dei triangoli delta sua 
quaterna Hessiana; contiene inoltre un sottogruppo G^, costituito 
(come si vede facilmente) dalle 8 sue coUineazioni di 3* ordine, 
insieme aUa identica. Per un sottogruppo G,, si hanno poli doppi 
nei 9 punti U flessi, e poli sestupli nei 6 punti P e nei 6 punti 
P' vertici dei triangoli dei flessi; le 9 rette u, assi deUe omologie, 
sono le polari armoniche dei flessi, e concorrono tre a tre in uno 
dei detti punti P o P'; le rette p o p\ che sono lati dei triangoU dei 
flessi, concorrono quattro a quattro nei flessi medesimi; ecc. ecc. 



(*) Questo gruppo (7,g, ed il gruppo G^s* ^^ ^^^ discorriatno to seguito, 
fanno parte del gruppo Hessiano G216. V. C. Jordan, M^moire sur les Equations 
diffi&rentielles k int^grale alg^brique, Journal fur Matb.^ v. LXXXIV, pp. 85-215 
(1878).— H. M a s c h k e, Aufstellung des vollen Forraensystems einer quaternaren 
Gruppe von 5 1840 linearen Substitutionen, Math. Annalin^ v. XXXIII, pp. 324-550 
(1889).— K I e i n-F r i c k e, Vorlesungen Qber die Theorie der elliptischen Modul- 
functionen, v. II, pp. 246-256 (1892). 

(**) Che queste due Jacobiane appartengano ad un fascio sizigetico, di cui 
i punti base sono 9 punti C7, si trova giiL dimostrato in [G]. Anzi qui h state 
pure avvertito, che ognuna delle dette Jacobiane, oltre ai 9 punti U di flesso, 
contiene altri 9 punti (7, che per la Jacobiana delle coniche (a), (P), (y) sono { 
vertici dei triangoli Ap^» Ay^, A^^ 
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Di sifiatti sotlogruppi, G,g, se ne hanno to la G,4o corrispon- 
dentememe alle lO maniere di distribuire Ic 6 cifre [, 2, ... 6 in 
due icnie complementari (a, P, y)(^>*. C); inoltre questi lo sotto- 
gnippi, in G^^, sono simili, c per qtiesto sono part'colarmeDte no- 
tevoli, che contcngono io ugual niimero collineazioni di terz'ordine 



■ tipi S^,^^ , S^ 



■'CnSi-X'O ' 



I comportano simoiein camente 



dd dui 

sp«Uo ai due sistemi associaii di coniche S e S'. Segue che tutti i 
40 triangoU unttt delle coUineai^iom di 3° ordine si distribuiscono in 
10 (jiuaerne Hesstane; per ogni quaceraa due triangoli hanno 1 vcr- 
lid in punri P e g!j aliri due in puntl P'. 

Ora se delle collineazioni del gruppo G,, , che permuta tra loro 
!e coniche (a), fP), (y) e tra loro le conrchc (S), (s), (^), si formano i 
prodotti colla cotlineazione Tfa^g.^ , si ottengono collineazioni che 
Kimbiano le prime trc coniche nelle seconde tre, e queste 18 colli- 
neazioni insieme a quelle di G,,, costituiscono un gruppo pift esteso, 
G^, isomorfo ad un gruppo transitive ed iraprimitivo di permuta- 
soai di 6 cose, Le 18 nuove collineazioni sono tutte del 4" ordine, 
binno i punti uniti nei 9 punti U centri delle omologie di G,, e 
nei 18 punti F che stanno sugli assi ddle omologie medesime. Per 
tffftto della y(,^j i ire punti U d'una linea qnalunque del quadro 
(I) si cambiano in tre punti d'una Unea del quadro (II) e vtceversa; 
cost pure i tre punti d'una linea qualunque del quadro (ITI) si cam- 
btino in tre punti d'una linea del quadro (IV) e viceversa; dunque 
id quattro triangoli delta quatema Hessiana di G,, i due, che hanno 
i «nici in punti P, sono trasformati I'uno nell'altro dalle coUinea- 
lioni di 4° ordine di G,( , e gli altri due, che hanno i vertici in 
punti P', sono pure trasformati I'uno nell'altro dalle medesime, 

A Renerare un gruppo G^j bastano le tre collineazioni ^,,0^) , 
^Hfl' ^iiat?*r ^' S'ff^tti sottogruppi G^f se ne hanno 10 in G,jo, 
ed essl alia pari dei gruppi G,g sono simili tra loro e s! compor- 
Uno sinunetricamente rispetto ai due sistemi associati di coniche 
SeS'. 

23. — Sottogruppi tetraedrici. 

Passiamo ora a considerare il sottogruppo di G^,, che permuta 
trj loro le coniche («), (p), (y), (i) e lascia ferme le coniche (e). 
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(0; esso ft un gruppo G„ , chc dircmo tetraedrico, perchft tsomorfo 
doedrico al gruppo alternaDte di permutazioni di 4 cose, ed ft gene- 
rato da 0^^^^^ e 5^^^ ; consta del gruppo quadrinomio 

'» ^(«PXt»)» ^(«t)(M)» ^(•J)Or) 
e di 8 collineazioni di 3^ ordine 

•^(W '^(0^)» ^c<tt^)' •^(««t)» 

^(<^)* ^{<Mi* '^(«8r)> "^(drf)* 

II triangolo A^ , che ft unito per il gruppo quadrinomio, rimane 
inaltcrato anche per le collineazioni di 3° ordine, le quali ne per- 
mutano circolarmente i lati. I 12 punti uniti di tali collineazioni di 
3° ordine sono vertici di tre quadrangoli 



^<HI> 


P<,^* 


•P|5,r> 


^•w» 


^nj:* 


■'^w* 


^t^» 


■'^a*.?* 


^aU* 


■Pr;^' 


-P^Ct' 


^su* 



chc hanno il triangolo \r per triangolo diagonale; il primo ft il qua- 
drangolo inscritto nelle coniche (c) e (C)» il secondo ft il quadran- 
golo inscritto nelle coniche (c) e T,r , ed il terzo ft il quadrangolo 
iscritto nelle coniche (C) e T^, Le tre coniche («), (C), T^ sono cia- 
scuna trasfomiata in sft da G„ , e questo gruppo di collineazioni 
piane fa nascere un gruppo tetraedrico di proiettiviti binarie in cia- 
scuna di quelle tre coniche, per cui la forma sestica (ottaedro) ft 
rapprescntata dai punti, in cui i lati del triangolo A^ tagliano la 
conica che si considcra, e le due forme biquadratiche (tetraedri op- 
posti) sono rappresentate dalle due quaterne di punti, in cui la co- 
nica considerata ft tagliata dalle altre due. 

In G,^ nbbiamo 15 sottogruppi tetraedrici G,, , simili tra loro, 
^e lasciano ferme due cpniche della sestupla S; analogamentc ab- 
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biamo altri 15 sottogruppi tetraedrici G', , simili tra loro, che la- 
sdaoo ferme due coniche della sestupla associata S^ Se conside- 
riamo uao dei sottogruppi tetraedrici^ G'^ , del secondo sistema, il 
gruppo di permiitazioni, che esso produce nelle coniche della sestu- 
pla S, h 

I. (Y>)(«0, (•0(«P)> («W(y^)> 
(«yO(P^O. («yO(MO. («^0(PyO, («^0(PyO> 

(««Y)(Pi:X), («2:Y)(P«i), («tM(P^Y). («^*)(P*Y). 

Infatii il gruppo G„ generato da 5 cd produce nelle coni- 
che della sestupla S' un gruppo di permutazioni generato dalle 
(i'4'6')(2's'3') e (i'2')(j'6'); trasformandolo coUa collineazione di 

Gj^, che produce nella sestupla S' la permutazione f ^afYf A, # )> 

ft' 'I'^h ' ) (*^* ^' deduce che un gruppo tetraedrico 
qualunque G,, del primo sistema produce nella sestupla S' un gruppo 

di permutazioni generato da : (a'Y'e')(P'S*C')» oppure (P'^'e') (*'^'^0» 
c da (a'P')(«'J^'). Analogaraente un gruppo tetraedrico qualunque 
G|,del secondo sistema produce nella sestupla S un gruppo di permu- 
tazioni generato da: C«Ys)(MO> oppure (PyO(*^0» ^ ^^ (^P)(*0» 
c questo h il gruppo sovrascritto. Esso i, come si vede, transitivo 
cd imprimitivo; i sistemi di imprimitiviti sono [a, p]; [y, S]; [e, ^]. 

fi4. — Sottogruppi ottaedrici (**). 

II sottogruppo di coUineazioni G,^ , che chiameremo ottaedrico, 
c che produce in quattro coniche (l||^ (P), (y), (^) tutte le 24 per- 
mutazioni, si ottiene aggiungendo al gruppo tetraedrico testi coosi- 
derate, che lascia ferme le coniche (e), (C), tutte Ic coUineazioni, 

O Di queste due permutazioni s'intende che bisogna scegliere quella pari. 
(••) Cfr. Wiman, I. c, pp. 534-542. 

^tt^. Circ. AfiUm., t. XII, parte i\ — ^Stampato il 5 mar^o i8^. |{ 
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che permutano tra loro queste due coniche e che sono le 12 seguenti 



^(«B)(0 » 


^(«T)(0 ' 


^(«*KO » 


^(Pt)(0 • 


^(P»)«) » 


^(T*)«) 


^(«Pt^) > 


^(«TW) > 


^(T»W ' 


^(B«T*)» 


^(Bt«*)* 





cosi che G,^ contiene, oltre alia collineaztone identica, 9 omologie, 
8 collineazioni di 3® ordine, e 6 colHneazioni di 4® ordine. Ognuna 
delle nuove 12 collineazioni trasforma ancora in si il triangolo A^ » 
lasciandonc fermo un lato col vertice opposto e scambiando tra loro 
gli altri due lati e gli altri due vertici. £ importante osservare che, 
a generare il sottogruppo ottaedrico G,^, bastano le due collineazioni 

•^(Pt^) ^ ^(otW) ^ ^^^ P^^ questo gruppo, oltre al triangolo A^, anche 
la conica T,^ 6 trasformata in sh. 

Le 6 collineazioni di 4** ordine insieme alia identica ed alle tre 
omologie, che hanno il triangolo A^ per triangolo unito, costitui- 
scono ; gruppi ciclici di 4® ordine, per cui i sei punti uniti ^sono 
i punti d'intersezione del trilatero A^ coUa conica T^. Le 8 colli- 
neazioni di }^ ordine, coUa identica, formano quattro gruppi ciclici 
di 3° ordine, coi punti uniti nei 12 punti P giJi considerati per il 
gruppo tetraedrico; di queSti 12 punti P, 8 sono quelli che stanno 
suUa conica T^ e gli altri quattro sono i punti comuni alle coniche 
(«) e (^); il quadrangolo completo, che ha i vertici in questi ultimi, 
ha per lati e per rette diagonali le rette 11, assi delle nove omologie 
di G,^. Le 12 rette unite per le collineazioni di 3" ordine sono: le 
8 rette p tangenti alia conica T^ , e le 4 rette p tangenti comuni 
alle coniche (c) e (C); queste ultime sono i lati d'un quadrilatero 
completo, che ha per vertici e per punti diagonali i punti C7, centri 
delle nove omologie di G,^. Per questo quadrilatero completo la co- 
nica T^ i quella notevole conica, che i stata per la prima volta 
considerata dal Cremona (^ II quadrangolo ed il quadrilatero 
completi suddetti sono il primo circoscritto al sccondo, e Tuno po« 
lare deU'altro rispetto alia conica T,^ ; i 4 vertici del primo ed i 4 
lati del secondo sono permutati tra loro in tuiti i modi dalle colli- 

p Giorn. di Mat., v, II.— C^uistione a8% pp. jo, j2 (x864)r 
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aeuloni dt G,^, Oltre ai gruppi ciclici gii notati, e ad un gruppo 
itiraeJrico, il gruppo ottasdrico G,^ contiene quattro gruppi quadri- 
nomii (dei qua!! uno ne i divisorc normale cJ 6 quello che sta nel 
sotiogruppo tetraedrico c gli altri tre sono di sislema diverse rispcUo 
J Cj^); criniiene ancora ire gruppi Gg, che son quelU che lasciano 
fermo uo lato cd il vcnice opposto del triangolo 4^; contiene infine 
quattro gruppi G^ , che sou quelli che lascian fermo un punto co- 
IDUOC e una tangente comunc alle due conichc (e), (C). 

Per il gruppo oltaedrico piano, G,^ , si Iianno : tre poll ottupli 

nci pumi U, venici del triangolo 4,.; quattro poli sestupli nei 

punti P, venici del quadrangolo sopra considerate; sei poli quadrupli 

nei punti ^ di T^ ; aliri sci poli quadrupli nei punti U vertici del 

qaidrilatero sopra consideraio ed otto poli tripli nei puiili P di T^. 

Noiiamo infine die lo stesso gruppo oicaednco piano fa nascere 

suUa conica T^ un gruppo otiaejrico dj proieltiviti binarie, per cui 

i sci punti ^ di T,; rappresentano la forma sesiica (ottaedro), gli 

S punti P di T^ rappresentano la forma di 8° grado (esaedroj, ed 

i [3 punti d'incontro di T,. coi lati del quadrangolo iscriiio nelle 

- Conicbe (t) e (i^) rappresentano la forma di 12° grado (icosaedro). 

■ Id Gjfo abbiamo I) sottogruppi ottaedrici, G^^, simili Ira loro, 

PdiscuDO dei quali trasforma in &i una conica T^ ed insieme a questa 

conica trasforma in si anche un quadrangolo ed un quadrilalero 

completi (•). 

Corrispoudentemente alia sestupla associata S', abbiamo in G^^ 
altri i; sottogruppi ottaedrici, G'^^, ciascuno dei quali trasforina ia 
si una conica T'; essi in Gj^, sono simili tra loro, ma non sono 
jimili ai prccedenti. Se conslderiamo uno dei sottogruppi G[^ di 
questo secondo sistcma, il gruppo di pcrmuiazioni, die esse produce 
nelle coniclie della sestupla S, si otiiene aggiungendo al gruppo tran- 
sitivo ed imprimitivo dt ii permutazioni, considerato nel n° prece- 
dente, queste attre 12 permutazioni: 

(t)CH), W)fi>), (..)(!iO, («0(?0. (T=)(S!:), CrOPO. 
MXr«*0. (T«X"?0, (•:x«tP«). (oHCt*). (ySX-^PO. ra«SPT)- 



(*) Siffatti IS quadringoli e I J qu^drilalcri completi, che hanno: i primi per 
i teite H ed i tecondi per vertici puoti U, si trovaoo gii coosideraii io [G], 
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Infatii, in modo analogo a quelle tenuto alia Rnc del n" pro 
deote, si dimostra che lul gruppo si pub generare mediantc le <iue 
pcrmutazioni (BYe)(tlSi^) e (YS){asfi^), dopo avcre osservato che 
la collioeazione di 4" ordine l'(,„s) := S TZ produce ncUa sestupla 
S' la peraiutazione (i'6'2'3')(4'5'). II gruppo i 24 permutazioni 
cosl otcenuto i ancora iransitivo ed imprimitivo, ed i sistemi d'im- 
primitiviti sono [«, ^]; [y, S]; [e, ^J. Dunque per ogni gruppo oUa€- 
drico (che lascia ferma una conica T o una conica T') Ic coniebe di 
una stslupla subiscotto It ptrmutai^iom d'un gruppo inlransttivo, per 
cui quattro comchc ii ptrmulano Ira lore t U altre due Ira loro, mtntrt 
It coniche ddla sesiupla associata siibiscono U ptrmulai^ioni d'un grup^ 
transilivo e imprimitivo, per cui h coniche sono divist in Ire copj 






25.^0rupi>i G,4o contenenti un dato gruppo ottaedrico* 

Abbiamo visio (n" ij) che la contca T„ h biiangente a!Ie co- 
niche (3), (4), (s), (6) e che le corde di contatto sono Ic 4 taa- 
genii comuni a (i) e {2). Or beue il gruppo ottacdrico, G,^, che 
lasda ferma la conica T„ , permuta ira loro i quaitro fasci di co- 
niche bitangenii, che son determinaii da T,, e da ciascuoa detle 
coniche (j), (4), (s), (6), c precisamente permuta tra loro le 4 
coniche 



■7, + HU + '7. + /.) = 0. /. + Mf, + •7, + '7,) = 



i 



Osscrviamo che per un valore di \, che annulli un invariaote 
simultaneo di due di queste quatiro coniche, si annullano ad im 
tempo tulti gli invarianti simultanei di esse presc due a due, perchi 
due quaiunque di la!i coniche si possono trasformare in altre due 
qualunque con collincazioni di G^^ ; quindi per quel valore di X si 
otiengono quatiro coniche tra loro due a due in involuzione, che 
assieme al!e coniche (i) e (2) formano una sestupta in involuzione* 
percbi ogni conica dei quatiro fasci considerati k in involuzione c 
ciascuna delle coniche (i) e (2). 
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Per detenninare i valori di "k che fbrniscono tali sestuple, for- 
iniaiDO (n^ 9) TequazioQe inviluppo d'uaa conica del primed fascio; 
trofiaoo 

(2^ + 3 ^Ot, + K^c+ V + 2 ^](e9, + C9, + ?,) = o, 

e ossemamo subito che il primo membro si pu6 dividere per 

(2^+ i)X + 2, e che in tal modo si esclude il valore ^ = -7—, 

il quale condurrebbe aU'equazione (n° 14) della retta ^,,^, conside- 
nta come doppia; cosi che per equazione inviluppo di una conica 
000 degenere del primo fascio possiamo ritenere 

[(i _ c)X + c](f^ + 'k(t<f^ + c^j + 9^ = 

e pert) nn invariante simultaneo di questa e della corrispondente 
cooia del secondo fascio hy per la (19), (a meno d'un fattorc nt>- 
OKrico) 

(3-0^+(i +0^ 

c 4- I 
c si aonulla per \ = o, e per X z= , II valore \=zq ricon- 

doce alle coniche (3), (4), (5), (6) della sestupla S, da cui siamo 
partki; Paltro valore di X fomtsce le quattro cooicbe 

/. N 1^3 - (^' + 0«^a =0, /, - (C' + l)c'/„ = 0, 

/, - (^ + 0«'^a = 0, /, - (C' + !)«/„ = 0, 

^^ coUe coniche (i) e (2) formano un'altra sestupla involutoria. 

H gruppo di 360 collineazioni, che permuta tra loro le coniche 

* 9^cst*altra sestupla, ha in comune col gruppo G^^ , che permuta 

^^ loro le coniche della sestupla S, il sottogruppo ottaedrico che 

^^scisi ferma la conica T„ ed il triangolo A,^, Segue che : ogni gruppo 

^^^drico piano h conUnuto in due diver si gruppi di 360 collineaT^ioni; 

^d Ogni sestupla di coniche in involuzione sono congiunte altre 15 
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sesruplc involtitorie, ciascuna delle quali ha in comunc con quella 
due coniche (*) e pcr6 ad ogni gruppo G^^g di coUineazJoni piane 
sono congiunti altri ]0 gruppi G,^ , ciascuno dei quali ha in comune 
con quelle un soitogruppo otiaedrico. 

S6. — Sottogruppi icoaaedrici. 

Ci restano ora a studiare ! sottogruppi di G,^ , chc permutzoo 
tra loro cinque delle sei coniclie S (o S') e lasciano fcrnia !a sesra, 
e che chiamiamo sottogruppi tcasaedrici, perctii isomorii oloedrici al 
gruppo aliernante di permutazioni di j cose. Ognuno di cssi con- 
ticne 1) omologie armoniclie, lO gruppi cicUci di 3° ordine e 6 
gruppi ciclici di )° ordine (**). 

Nel sottogruppo, G^g , che lascla ferma la conica (0, sono centri 
ed assi delle 15 omologie i punti U e le rette u, che sono vertici 
e laii dei cinque triangoH A^, Au;> ii^> ^gr, A^ iut[i autorecJproci 
rispetto alia conica {X); designerenio con [/*'', u'^' i detti ij punti 
U e \c dette 15 rttte m. Per i 10 gruppi ciclici di j" ordine sono 
punti unit! ! 20 punii P, che stanno sulla conica (C), e gli altri 
10 punti P, che sono fuori di questa e corrispondono a questa (0° 3); 
sono rette unite le rette />, che toccano la conica (J^) nei primi 20 
punti P, e le rette p, che sono polari rispetto alia conica (C) degli 
altri 10 punti P. I sei punti X e le sei rette k, che sono elementi 
uniti per i sei gruppi ciclici di 5° ordine, hanno per indici i cicli 

C«Py^O. (Py«S£). (y&«Se), (r«pSo. CP^tY^O. («tMO 

e noi qui 11 denoteremo, per brcviti, rispettivamente con K^, K,,...,K^ 
t k, , k, , . . . , k^. Tali sei rette k c sei punti K, che designeremo 



(•) Citi i gii staio notaio in [G]. 

(••) Cfr, WJman, 1. c, pp. 54}-s-,o.— Per il gruppo icosaedrico di colli- 
ncazlonipune vcggd5i: F.Klein, Unlersuchungcn uber das Ibosaeder, Ualbem. 
Anaaltn, v. XII, pp. ; 27-558 (1877).—?. Klein, Vorlesungeo Obcr da^ Ikosae- 
der, pp. 2i6.ii8, Leipzig (18B4).— C I e bsch-L i nd em a n n, Vorlesungen uber 
Ceomelrie, v, II, pp, ;78-6o6, Leipiig (1891). 
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di una qualimque di queste lo teme, si considerioo come coppie di 
venici opposti in un seilatero semplice; si conclude che f set punSi 
K^ si possono in lo modi divcrsi dislribuire nelle in coppie di ver- 
tici opposti di seilateri di Briancbon; chi anzi corrispondeotemente 
ad ogni teroa di rette u si possono considerare quattro seilateri cost 
fatd, aventi uno stesso punto di Brianchon in uno dei lo pund 
P corrispondenti alia conica (C); cosi ad es., per la prima delle teme 
soprascritte si hanno i quattro seilateri 

X^K^K^K^K^K^t K^K^KJK^Kfi^^ K^Kfi^K^K^K^^ K^K^K^K^K^K^ 

col punto di Brianchon in P^^\ di guisa che dei 60 seilateri sem- 
plici, cbe banno i vertici nei punti KP^ ve ne sono 40, cbe sano seila- 
teri di Briancbon. In altri termini: ognnno dei 10 punti P, corri- 
spondenti alia conica (C)> I centro di omologia per . quattro coppie di 
triangoli, essendo 1 triangoli d'ogni coppia formati con dm terne cam- 
plementari di punti KP\ cosi ad es., P^^ h centro di omologia per 
le seguenti quattro coppie di triangoli 

/T, /C, /Tj , K^ K^ K^ ; JP, /T, K^ , K^ K^ K^ ; 

Jf , K^ K^ , ITj K^ K^ ; Jf , K^ K^ , K^ K^ Ky 

Ancora, se si prendono comunque due terne complementari di punti 
K^^^ (ci6 che si pu6 fare in dieci maniere), si formano due triangoli 
quattro volte omologici; cosi ad es., per i due triangoli K^K^K^^ 
K^K^ K^ , ai vertici /T, , if, , K^ del primo corrispondono nel secondo 
ordinatnmente i vertici 

in quattro omologie, ccntri delle quali sono i punti P^, Pgj.^, 

Pertanto i sei punti /T^^, considerati come vertici di un esagooo 
completo, costituiscono quelia notevole configurazione piana, che i 
nota cpl nome di esagono dccuplo di Briancbon od esagono di 
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Chhsch (•). Lati di tale esagono sono le 15 rettc i<^^\ punti dia- 
gofltU sono \ 15 punti U^^ ed i 10 punti P corrispondenti a (C), 
flei qaali ultimi i lati concorrono tre a tre. Prendendo la figura po« 
Ive reciproca rispetto alia conica (^), si ha un seiiatero completo, 
saktero decuple di Pascal, che ha per lati Ic sci rcite Jlr^^\ per ver- 
tici i I J punti 17^^, per rctte diagonali le 15 rette u^^^ e le 10 rette p 
corrispoQdenti a (C), suUe ultime delle quali i vertici stannotre a tre. 

Merita pure di essere menzionato il pentadecagono completo, 
che ha i vertici nei 15 punti U^^\ esso ha per lati: le 15 rette fi^\ 
Ic 10 rette p corrispondenti a (Q (su cui i vertici stanno tre a tre) 
c Ic sci rette i^^ (su cui i vertici stanno cinque a cinqufc). Per dua* 
liti h da notare il multilatero completo, che ha per lati lo 15 rette 
11^, c che h polare reciproco rispetto alia conica (0 del pentadeca- 
gono suddetto. 

Per il gruppo icosaedrico piano G^ : i 6 punti K^^ sono poll 
decupli, i 10 punti P corrispondenti alia conica (C) sono poll se- 
stupli, i 13 punti H dove la conica (C) tocca le coniche della se- 
stupla assoeiata sono poli quintupli, i i; punti IP^^ sono poll qua- 
drupli, i 20 punti P della conica (C) sono poli tripli; vi sono poi 
inliniti gruppi di jo poli doppi distribuiti a coppie suUe 15 rette i«^\ 
E dualmente per gli assi. 

Questo gruppo icosaedrico piano genera sulla conica (C) un 
gruppo icosaedrico di proiettiviti binarie; per quest*ultimo la formi 
di 12** grado (icosaedro) i rappresentata dai 12 punti //, la forma 
i\ 20® grado (dodecaedro) dai 20 punti P, in cui la conica (1^) 6 ta- 
gliata dalle altre cinque della sua scstupla, e la forma di 30° grado 
dai punti, in cui la conica (^) i tagliata dalle 15 rette fi^^\ che sono 
i lati dei cinque triangoli autorcciproci rispetto alia conica (C) c ri- 
spetto a una delle altre cinque coniche di S. 

In corrispondenza alle due sestuplc associate S e S' di coniche, 

(•) A. C I e b s c h , Ueber die Anwendung der quadratischen Substitution 
iuf die Gleichung 5««n Grades und die gcomctrische Theorie des ebenen FQnfseits, 
y^im, AnnaUn^ Bd. IV, pp. 556-539 (1871). Cfr. anche: E. Hess, Beitrage 
«or Thcoric der mehrfach perspcctiven Dreiecice und Tetraeder, Ihid,^ v. XXVIII, 
pp. 202-2 1 1 (1887).— H. S c h r 6 t e r, Das Clebsch'sche Sechscck, Ihid,, v. XXVIII, 
pp. 456-482 (1887). 

i?wi, Circ. Matem,, t. XII, parte i*.— Stampato 1*8 marzo 18^. ia 
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si hanno in G,^ due sistemi di sei sott(^;ruppt tcosaedrici, G^ e G^ , 
ed i sottogruppi di uno stesso sistema sono simili. G)i 36 puntt K 
si possono in due modi divers! formare sei esagoni decupli di 
BrianchoD. 

Le coUineazioai d'un sottogruppo icosaedrico, mentre lasciano 
ferma una conica d'una sestupla, producono nelle sei coniche del- 
Paltra sestupla un gruppo transit! vo di permutazioni, che 6 isomorfo 
oloedrico al gruppo ahemante di permutazioni di cinque cose. Infatti 
basta osservare che il sottogruppo che lascia ferma la conica (i) con- 
tiene le coUineazioni Z ed S, che producono (n^ 9) nelle coniche 

S' le permiitaaoni (2'3Vs'^0 ^ ('V^')(^'s'30 ^ queste generano 
il gruppo di permutazioni in parola (*). 

27.—Oruppi G,^ cofUenenti un dato gruppo icasaedrteo. 

Volendo da un gruppo icosaedrico piano contenuto nel gruppo 
di coUineazioni G,^ risalire a questo, dimostriamo anzitutto che un 
gruppo icosaedrico I conienuio in due diversi gruppi G,^ (^). Infatti 
una conica qualunque (Q della sestupla S e le cinque polar! reci- 
proche rispetto ad essa delle altre della stessa sestupla, che sono 

Ta5> T05, T^, T^, T^ 

formano ancora una sestupla in involuzione (**^). Abbiamo dunque 
due gruppi di 360 coUineazioni, Tuno Gj^ che permuta le coniche 



(•) Cfr. H. Weber, Lehrbuch der Algebra, v. II, pp. 138-140 (1896),— II 
gruppo di permutazioni di 6 cose, di cui qui si discorre, h (brmato colle permu- 
tazioni pari del notevole gruppo transit! vo d*ordine 120, e indice 6, che fu sco- 
pcrto dal S e r r e t : M6moire sur les fonctions de quatre, cinq et six lettres, 
Journal di Math, di J. LiouvilU^x. XV, pp. 67-70 (1850). Vedi anche S e r r e t, 
Cours d'AIg&bre Supiricure, 4*«« W., t. II, pp. 555-340- — Per la tavola conte- 
oente le permutazioni del detto gruppo di 60 permutazioni di 6 lettere veggasi: 
A. Cay ley, On the substitution groups for two, three, four, five, six, seven 
and eight letters, Tbi QuarUrly Journal oj Math,, v. XXV, pp. 82-83. 

(••) Wiman, 1. c, pp. 545. 

r**) Queste sestuDle si trovano ^ii considerate in FG]. 
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ddU sestupla test& considerata, I'altro G^^ che permuta le coniche 
dcHj sestupla S, il sotiogruppo icosaedrico di quest'uUimo gruppo, 
cfic ticn ferma la conica {^), perniuia tra loro le 5 coniche T sopra- 
nominate; dunque i due gruppi G^^ c GJ^^ hanno in comune un 
ioiiogruppo icosaedrico, quello che lascia ferma la conica (!|). Per- 
liDio sia che si lagli questa conica coUc alire cinque della sestupla 
S, i\i che la si tagli colle chique coniche T suddeite, si dcbbono 
tmvare gti stcssi 20 punti, che rapprescniano la forma di 20" grado 
(dodecaedro) relaiiva al soitogruppo icosaedrico binario, che si ba 
su ^y, e di fatto si otiengono gli scessi 20 punti distribuiti in due 
modi diversi in j quatemc, come segue : 






■^aCp< ^Tl.a' ^«.P' '^Cpi 
Kl.x> ^B.T' ^«.T' ■'^•fcT' 
^<CS' ^K.*' ^tW' ■'*«.»» 



^»!,i » ^K.' ' ^T&* ■ ^i 



^st.i 



Qui osserviamo che due quaternc d'una stessa linea rappresen- 
Ndd due telraedri opposti sulla conica (^) (n" 23) c sono vertici di 
dae quadrangoli, che hanno uno stesso triangolo unito, il quale per 
le ijuatcme della i', 2', 3', 4', s' linea fi rispettivamente A^, i^, 
i^, A^,, \.. Dunque ncl gruppo icosaedrico sopra la conica (C), i 20 
psnii TOpprtHntanli la forma del dodecaedro si possono in due modi 
iivtrsi distrjbuirt in cinque quattrne tetratdriche, fd i cinque telraedri 
flit si hanno in un modo sono gli opposti di quelli che si hanno nel- 
^'illro modo [*). 

Ci6 posto, si abbia presente tutta la configurazione di un gruppo 
■nnaedrico piano (n" 26); sulla conica, che i inalterata da questo 



C) Segue cbe prendenJo ogni ictraedro insierne al suo opposto si forroano 
'inque esacdri; ogni punto delU forma del Jodecaedro appatUeoe a due ili quesii 
tJaedtL Cfr. Klein, VorlesuDgen uber das Ikosaeder, pag. 19, 
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griippo, i 20 punii, chc rjppresentano la fortna dodecacdrica, siano 
gii (in uno dei due modi possibili) divtsi in cincjuc quatertie tetrae- 
driche. Ciascuna di qucste 6 quatcriu letracJrica anclie per un'altra 
conica (perchi per 4 punli qualunque si possono sempre coodurre 
due coniche tali che su ognuna quel 4 punti siano equianarmonici); 
cost iasicme alia coiiica fondamentale per U gruppo icosacdrico si 
hanno alirc cinquu coniche, che con quelle formano una scstupla 
involutoria. I 30 laii del cinque quadrangoli completi formati dalle 
deite cinque qaatenie leiraedriche, ed i 15 lati dell'esagono di 
Clebscli relativo al gruppo icosaedrico, da cui paniamo, sono Ic 
45 rette u di ua gruppo G^^ , che contiene ral gruppo icosaedrico. 
Ed era per cosiruire una configurazione icosaedrica, cominciamo 
(]at costruire un esagono di Clebsch, del quale possiamo dare ad 
arbitiio qualtro vertici (*); indi per dcsignare gli dementi di quL-sta 
configurazione facciamo uso delta notazione del n" 26, cio che non 
presenia difficolti. Avremo un sistema polarc, in cui a 15 punti U 
corrispondono ij rette u, a 10 punti P corrispoatlono 10 rette p, 
cd a 6 punti K corrispondono 6 relte k, essendo polo e polare un 
punto ed una retta che nella nostra notaxione hanno gli stessi indici. 
Sulla conica fondamentale (K) pet un tale sistema polarc sianno 20 
punti P, intersezioni della conica (C) coUe 10 rette p deU'esagono 
di Clebsch, i quail rapprcsentano 1 punti della forma dodecaedrica; 
ed t imponante conoscere quati indici spettlno a ciascuno di quest! 
puDti P per poterli poi disiribuire in cinque quatcrne tetraedriche, 
ci6 che i indispensabile, come sopra si t visio, per proseguire nelta 
costruzione della configurazione del gruppo G^. A qucsto scopo 
basta osservare che nei punti U e nelle rette u (prendendo ogni 
volta UD punto U e una rctta u cogli stessi indici) possediamo i 
centri e gli assi delle 15 oniologie armoniche del gruppo icosaedrico, 
e che ogni punto P della conica (C) si pu6 portare in ogni aitro 
punto P della medesima, applicando una o due delle dette omologie. 
Quindi i che basta partire da uno dei ao punti P della conica 
(C) per dedurre, medianle omologie, gli altri 19 ciascuno colla pro- 
pria noiazione; cosi ad es., trovati 1 due punti d'inconiro della letta 



(•) Per quesia cosiruiione veggasi SchrOli 



, pag. 461. 
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^oac ^^^^ conica (0> che debbono ess ere contrassegnati Tuno con 
?g^ e Taltro con Pg^ » noi designeremo uno qualunque di essi con 
P|U ' ***^* 8*^ applichercmo le omologie 0^^^^^ , O^^^p.^ , 0^^^^^ , 
^(•iX^r) ^^^* ^^ ^ P^'^^^ ^^^ troveremo designeremo rispettivamente 
am -PjCt* ^Ct» ''^PCt* ''^tW ^^^-^ ^® *^ punio di partenza invece 
che con Pg^ si designasse con P^^ , otterremmo gli stessi 20 puntt 
cbUa DOtazione cambiata, e per ogni punto si troverebbero scarobiati 
fra lore i due indici diversi da C; corrispondentemente a queste due 
maaiere di denotare i detti 20 punti P, si hanno le due maniere 
di distribuirli in 5 quateme tetraedriche, come si i detto sopra. 

28. — La totaUtit dei sattogruppi di G,^. 

Passiamo infine in rassegna le varie sorta di sottognippi, fin qui 
coDsiderati, del gruppo G^^; mettiamo in una stessa classe quelli, 
che sono simili, e contiamo per ogni classe i varii sottogruppi che 
comiene. AbUaroo: 



I 

He m 

IV 

V 

VI c vn 

VIII e IX 

X 

XI 

XII 

xni 

XIV 

XV c XVI 

XVn e XVIII 

XDC e XX 

XXI 



Grupp 
- Grupp 
Grupp 
Grupp 
Grupp 
Grupp 
Grupp 
Grupp 
Grupp 
Grupp; 
Grupp 
Grupp 
Grupp 
Grupp 



ciclici di 2* ordine (n* 2, 11) 
ciclici di 3* ordine (n' 3, 13) 
ciclici di 4* ordine (n* 15) 
ciclici di 5* ordine (n** 17) 
quadrinomii (n^ 11) . 
diedri G^ e G^ (n* 20) 
dicdri Gg (n* 20) . . 
diedri G„ (n* 20) . . 
Hessiani G^ (n* 22) . 
Hessiani G,g (n** 22) . 
Hessiani G,^ (n* 22) • 
tctraedrici G,, e G[^ (n* 23) 

Gu («• 24) 
26) 



ottaedrici G,^ e 
icosaedrici G^^ e G^ (n 



— U gruppo G,<„ 



45 

40 

45 

36 

30 
120 

45 
3« 

10 
10 
10 

30 
30 

12 
I 

500 



AUiittO dooqUe consideratOi iti tutto, 500 sottogrup{N} qtiesti 
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(insieme al gruppo identico) formano la totality dei sottogruppi di 
Gj^. Per assicurarsi dl ci6, basia ricorJare che G^^ i isomorfo oloe- 
drico al gruppo alternante di permutazioni di sei cose, e riscon- 
trare nelle tavole, che si posseggono dei possibili gnippi di permu- 
tazioni di 6 cose, tutti quelli che constano di sole permutazioni pari. 
A questo scopo abbiamo avuto presenti le tavole del Cay ley, so- 
pra citate in fine al n° 26, coUe correzioni del Cole (*); e abbiamo 
osservato che la classe XVI (dei gruppi G',J non si trova nelle ta- 
vole del Cay ley, omissione che h stata notata dal Cole; inoltre 
per le altre classi si hanno le seguenti rappresentazioni coUa nota- 
zione del Cay ley: 

I = (ab.cd), Xl = (abcdel^, 

ll^(ab c) eye, XII ^(abc) eye. (d ef) eye., 

III = (abc,d ef) eye, XIII = [{a b c) all {d ef) all] pos., 

IV ^[{abc d) eye. {ef)] pos., XIV = {abed ef)^^ , 
V ^{abcde)cyc., XV ^{abcd)pos.f 

Yl^{abcd)^, X'^ll = [{abcd)zll{ef)]pos., 

Vll = [{ab){cd){ef)]pos., XVlll = {+ abed ef)^, 

VIII = [(fl* 0*11(^0] pos-, XlX = {abcde)pos., 

lX={abc.def)M, XX = {abcdef)^, 

Xs[{abcd)^{ef)]fos., XXls{abcdef)pos. 



Palermo, a6 dicetnbre 1897. 



F. Gbrbaldi. 



ERRATA-CORRIGE. 

Pag. 46, Linea 21, Invece di (aY^P)(*0 « legga (aYp8)(tO. 
» 80, » a » doedrico » oloedrico. 



(*) I. N. C o I e , Note on the substitution groups of six, seven and eight 
letters. Bulletin of th$ Niw York Math. Soc.^ v. II, pp. 184-190 (1893). 
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SULLA CONTINUAZIONE ANALITICA DELLE FUNZIONI 
MONOGENE UNIFORMI RAPPRESENTATE COL METODO 

DEL MITTAG-LEFFLER. 

Nou del Dr. A. Viterbi, in Mantova. 



AdmuiiM d«l a6 diecmbrv 1897. 



L'osservazione che qui vengo ad esporre si riferisce alia rappre- 

sentazioDC delle funzioni analitiche uniformi che sono regolari in 

tatti 1 punti d'un dato < Continuum • (*) e hanno una singolaritii 

(noo essenziale o essenztale) in ciascun punto d'un insieme costi- 

toentc il • Hmite completo » dell'acccnriaio « Continuum • (*•). 

[(Si dice c limite completo » d'un t Continuum > Tinsieme di tutti 

i puDti situati sul limite di detto t Continuum » e alia sua volta si 

dice situato sul limite del c Continuum > ogni punto tale che fra i 

puQti d'un suo intorno, per quanto piccolo, ve ne siano si di quelli 

^Ppartenenti al « Continuum », come di quelli che ad esso non ap- 



(*) Questo c Continuum » dovrk appunto essere connesso, ma alPinfuori di 
cid oon fc soggetto ad altre limiiazioni (vedi R u n ge — Zur Theorie der eindeutigen 
^^'ytischen Functionen. — Acta Mathematica, t. VI), onde potcr servire per le 
'^^^'che analitiche in parola). 

(••) Vedi Mitt ag-Leff 1 er. — Sur la representation analytique des fonc- 
^01^^ iqonog^es uniformes.— Acta Mathematica, ?. IV. 



A. VITBRBl. 

parteogoQo]. La questione che qui mi propongo di trattare h pertanto 
la seguente : c G}nsidero UDa funzione monogena uoiforme, rappre- 
sentata secondo il metodo classico del sig. Mittag-Leffler (*); 
indi faccio variare, in certe propriety fondamentali, I'insieme del 
punti singolari della fuDzione in discorso, con che, come si vedii, 
varierli anche il < G}ntinuum » dei punti regolari della funzione. 
Stabilisco quindi la condizione a che si possa, rispetto al nuovo in- 
sieme di punti singolari e al nuovo c Continuum » dei punti regolari, 
costtohrc Qtia funzione analitica uniforme, la quale dia la continua- 
zione analitica della precedente a meno d'una funzione analitica uni- 
forme regolare in tutti i punti del secondo dei due c continuums » 
considerati. Determinata questa condizione, ne deduco poi alcune 
altre considerazioni riferentisi alia rappresentazione delle (unzioni 
analitiche uniformi. 

I • Anzitutto esporremo sommariamente quel risultatt del M 1 1- 
tag-Leffler ai quili si ricorrerJl nelle ricerche ulteriori: 

Sia pertanto C un c Continuum » nel piano della variabile com* 
plessa X) R I'insieme (isolato) di punti che ne costituisce il limite 
completo. Ricorderemo qui la definizione di c Continuum » data 
dal sig. Mittag-Leffler. Abbia il campo C che si suppoae 
appartenere al piano della variabile complessa X| la proprietli che 
sia possibile trovare in es^o un punto siflFatto che un suo intomo 
convenientementc scelto (cioi c Tinsieme di tutti i punti situati in 
un suo intorno convenientementc scelto » con che si devono inten- 
dere i punti tali che la loro distanza dal punto in parola abbia il 
modulo inferiore ad una quantity assegnata), appartenga per intero 
alio stesso C. 

Si dica x^ un punto sifTatto : pu6 poi darsi che sia x^rroo. Ora 
se, qualunque sia il valore finito relativo al vettore che definisce 
un dato punto x' di C, si pu6 sempre trovare un numero finito di 
punti Jc, , X,, ... x^, tali che per ciascun punto della successione 



(•) Per breviti coavcrremo, poichfe ci6 non pu6 portare equivoco, di desi- 
gnare semplicemsnte col loro numero d*ordine, i 55 <iella citata tnenioria del 
Mitta^-LcffUr, il cqi nome dosi^ner6 soveate, per brevitii con M. L, 
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',, Jf, > *, t . . . «, I ** si possa definire un mtorno che appartenga 

per ioccro a. C t che ctascun punto appanenga all'inlorno del pre- 

cdente, si dirit C, seconjo la detinizione enunciata dal Mittag- 

Itffler coofomiemente ad un concetto del Weierstrass, • Con- 

CiDUum connesso » o semplicementc, quando ci6 non rechi equi- 

XKQ « Continuum ». Per insicme ■ isolato i di punii si dcvc in- 

■«enJere, giusta la definlzione del sig. Cantor, un insieme, i cui 

juoti special! siano tutti punti distinti fra loro e tali che per cla- 

-scuno d'cssi esista sempre un intomo, abbastanza piccolo, per aon 

•contenerc alcun punto dell'insieme. 

Ora fu dimostrato dal Bendixon che esisie sempre, per cia- 
jcun insieme, quale R, un numero y, il quale potri essere delU 
prima o della seconda dasse, giusta la definizione del sig. Cantor 
(ci6 oon porta alcuna difTerenz* sostanzrale), dotato della seguenie 
proprieti. Si dica R^'' I'lnsieme di tuiti i punti tali che in un in- 
torno, per quanto piccolo, di ciaicuno d'css! si trovi uR'inHniti dl 

pDoti di R. 

^K Si dica quindi R^'^ I'insieme dedotto dn R^'"* nello stesso modo 

^^■on cui R''* fu dedotto da R, nell'ipotesi che R''"' non contenga tutti i 

^Hjwnii di Jf. in guisa cioJ che non sussista I'uguaglianza R = R^'^, 

^K>si si dica in generale J?''+'' I'insieme dedotto da R^'"* fct:=2, j...) 

^BcMnc fudedoiio R^'^ da R: sarJt y definito dalla proprieti che 

]^ = R^^''>. £ chiaro che C + R — R^'^"^ ove ot sia uno qualun- 

qne del numerl che prccedono y sari ancora un « Continuum ». 

Impiegando Ic notazionl stesse del M i 1 1 a g-L e f f 1 e r (§ j) si dicano 

«,, fl,, ... 0,... , i punti costituenti I'insieme Jf — R'^^, a,,, flia..., 

qoelti costituenti I'insieme R''' — /({otO ^„ ^jg sempre un aumero 

precedentc v). Soltanto per a + i^^y pi^^i R'"' — ^ta+O compren- 

dere solo un numero finito di punti. Ad ogni punto a,^ diverso da 

e da 00 si faccia corrispondere un punto J,,, situato fuorj o sul 

»Umite del « Continuumt C + R — R'"*''. Nel far ci6 si scelga b,^ 
b guisa, che dctto i?,, il limite inferiore di \b — b^J, quando b pcr- 
(orra successivamentc lutti i punti di R^"*^'^, in primo luogo sia 11 
limitc supcriore delle quantiiii p, (■* ^ i, 2..,) finito c in secondo 
luogo sussista I'uguaglianza : 



n(|a,. 



5.) = 



litnd. Cire. Uattm; t Xll, p^rte t*.— Stani])ato t'S vanio iSj 



9^ k. VtYfeftiL 

il cbe p6nz eon i^ tfhe id dgfli quanflti ^kiva corris^dt uo 
imtnero imero poskitd •, ule cbe; 

per ogni ^ ^ n. Si diiBostra che i tcm^ possibtle fcf qocste 
(v. U.L.S 3). 

Fatto ci6 si issino dae succession! di quaDtiti posittre^ U prima 
delle ^uali abbia la propriety cbe la somma de' suoi elementi cbe 
diremo a, , c^ , ... e^ . . . sia fiDita. la seconda abbia la piopricti cbe« 
dctd a^'\ t^*\ ... t^*^ . . • i suoi elementi sia Uma^*^ = i. Si fissi 

<}Qihdi itti tetfii auCte^tone di dttttieri Tiiten n, , i, > ... U^ ... 
die pdirintfo easere p<ftitfvi, Hegslijvl, o nulli, e the mm arbitfttii 
atfche in xxtiM il rasto, saWo a sodisfire runict titoitazione cbe se 
rhisfeme di funti S^ — Ff^^^ h finito, na la somite dei numen 
n cOimpondtnti ai pnnti di qvest'insieme =t o, (n, > #,, ••• n^i ••• 
sono riferiti con corrispondenza reciprocamente univoca d ptefi di 

Si fonm qutndi ilfta snccessiooe di funttoai : 

tali che fl^f — — — ] (t = i, 2, . . .) sia simbolo di funziooe in- 
tera, razionale o trascendente di , annuUantesi soltanto per 

— ' — =5i o e cbe 8 [ ) oon sia idenUcamente nulla per m^ 

peiithf^ 

Gosi ad ogni pvnio #*^ tornspondano Ma fmMiie determioau 

(x — ^O***^* f ) ^ ^^^ quaniiti t^ , c^*«^ Si consideri quindi 

l^ea^ressione cbe s'ottiene, ponendo Oy^f— ^^ — ] sotto la fbnna 

d^mia aeria di potenze di — — r-^. G6 si fa evidentemente po- 

X — p»^ 

pfodo X — #»^ = X — *np — (tff^ — K^. Allora per tutp i v^ri 4i 
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xfallcbe 



^»i« — K 



'^ — f^ < It si potri passare dalla funzione 6*.f -^-^ — j 



'»« 



td mu serie di pptenze coovergenti £ _ y * ^^ tempo stesso 

(a) (* ~ «0-^ = (* - ^J».(i - ^^)^ 

si cbe il coeffictente di (x — ^y^y^a nel 2^ membro della (2) sari 

- L 

un polinomio Delle potcDze di -^ — r-^* Ci6 posto, considerata 

(x — ^^J'^^^a{~zZ — ) ^^^*^ ^* nuova forma chc in tal guisa vicnc 

ad assumere, vi sari nella successtoa^, i, 2, . . . m, . . . ud qu- 
QMio «f«0 » tale che la fuoziooe che s'ottiene da quella considerata 

sottraendole le prime m»^ potenze di — — r-^, sia, in modulo <C«vaf 

I- 11 
«!g — ^ ^ e(»a)j il che ^ possibile ottenere, 

come s*i detto. Si designi quindi Tespressione cosl otteouta da 
(x — tfO*^flva( — ;;;;;; — ), brevcmente con i^*^*. Si ripetano.natu- 

f^meste lo considerazioni precedcoti su ciascun'altra delle funzioni 
compres€ nella successione (i), e si designi con Fj^'^ in generale 

I'espresttone cbe rispetto a (jc — tfy^**P8vpf-— — ] ha la mede- 

sima relazione che ha Ff*^'* rispetto a (x — ay^^^Q^g^y—— — ), (P 
sia un'altro numero precedente y, v=i, 2, ...). Cosl /^^^* sari de- 

£ chiaro che il numero m^ cbe ba rispetto a F^^^ proprieti ant- 
loga a quella che ba m^^ rispetto a Ff^^'* sari, in generale diverso 
da nha. (Per maggiori dettagli suUa formazione delle espressioni Ff'^\ 
V. M. L« $ 2). Messe le cose in questi termini fii dal Mittag- 
Leffler dimostrato cbe; 



^60 A. VITBtbt 



« L'espressione ^i F^^^ rapprcscnta interaaroente al € Conti- 



ii^i 



nuum 1 C una funzione roonogeoa, uoiforme e regolare, la quale nel- 
riocorno d'ogni punto x=za^^ (jy^ i, in base alie notazioni adottate, 
il simbolo generate dei pund di R — R% pu6 essere eguagluta a: 

Se 9l' h un numero (della prima o della seconda classe), che 

preceda Yi ^ si separano dalla serie ^F^*^^ tutti i termini, il cui 

primo indice corrisponde a un numero a precedente 9l\ la serie ri- 
manente rappresenta airinterno del • G)ntinuum * C + R — R^^^ 
una funzione monogena, uniforme e regolare, la quale nell'intomo 
immediato d'ogni punto x = a^^ , pu6 essere uguagliata a : 

Questo i il risultato ottenuto dal Mittag-Leffler, sul quale 
si basano le ricerche che seguono. 

Si sostituisca pertanto aU'insieme di punti R un altro insieme 
parimenti infinito, R, che sia esso pure limite completo d'un con- 
tinuum che designeremo con C. Abbia R una parte de' suoi punti 
in comune con R, si che C abbia una porzione comunc con C. £ 

eyidente che il numero dei punti comuni 2 R^ R potr^ anche essere 
infinito : cosi appunto, per trattare la cosa con maggiore generalitjl, 

d porremo in questo caso. £ ovvio che costituendo R un insieme 
infinito di punti ed esscndo esso in pari tempo Tinsieme dei punti 
singolari d'una data funzione, conterri certo tutti i punti di ^^'\ 

mentre potrit naturalmente contcneme altri, oltre questo. Dicasi R^*^ 



O P(x — a) sia come i consuetudine nelU teoria delle funzkmiy simbolo 
gtoertle di serie di potenie intere e posidve di s — «, 
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riuieme onenuto da R nello scesso modo, con cui fu ottenuto R^'^ 
ii R: ia propricii ora caunciaia per R apparterri anche a R. Cosi 
iIkb ^'* I'iasieme otienuto da R'-'^ nello stesso modo con cui fu 
Mtnioto ^'* da J?, ... i?("*'> qucllo ottenuto con legge analoga 
di ?'' (oE = J, 4 . . .), S*"* conterri tuttt i punti di R'**'' e, in 
generale, ne cooierr^ anche alcri oltr« questi. La propriei^ fonda- 
mcnule, nella quale supporremo che R differisca da R sia quella 
diE il numero 8 lale che ^*' = J?'*"'''' sia diverso da y, eprccisa- 
Bcnie sia un numero che prcceda y. (Ii caso opposto di y < J si 
vitcercbbe nello stesso modo, coo cui st tracts questo). 

Si dica brevemcnte n'insieme dci punti comunt a R, R,...T^"^ 

quello dei punti comuni a R"'"', R^"^ (a = i, 2, . . . S — i); e si 

dica T, rinsicme R—T, ... e in gcneralc T*"' I'insieme ij'"*— T*"' 

I («=l, 2, ... S — l); 7", I'iasieme R — 7", ... e in generate Tf"' 

' I'iBiieme R'-"'* — 1'"^ (a = i, 2, . . . S — i). Si designino inolire 

COD a,, a, , . . . a,, . . . i punti di R e, in generale con «,» 

C*=i, 3,...) quetli di 5(»> — gC"*'> (a = 0, I, 2, ... S— I : per 

"niformiii si designa R anche con R^"^ come J? con i?*"'). 

Per ipolesi alcuni det punti a, coincideraano con alcuni dci 
puQtl a^ (satanno doi i punti di T). 

I punti di R si dividono in 3 classi : a) Punti di T; b) Punti 
**' T, , non comprcsi in J?'**''; c) Punti di Jf''*'^ i quali si trove- 
I'anno senza dubbio tutti fra i punti di T,. Ne viene che le funzioni 
*^cUa successione (i) si potranno esse pure dividere in ire classi a 
*^coQda rispenivamente di quella fra le classi ora distinte, a cui 
*Ppartengono i punti di R corrispondenti. 

»Si constderi quindi la successione di funzioni : 



'\« — *>./' '\x — aj*"' \x — aj' 



I punti di R si potranno alia lor volta distinguere in due classi 
• cioi : a) Nella classe comprendentc tutti e soli i punti di 7". b) In 
^l^dla comprendentc tutti e soli i puati di T,. Conispondentemeutc 



-..• ''♦ I 



a questo si potrinno distioguere in due daw le fbnaoai deUa snc^ 
cessionc (i'). 

Le due prime classi dei punti lispetdvamente, degp insani R, 

Sf per ipotesiy comprendono i medesimi elementi. Si ^^y****^ coo 

tff., «•,,... quest! punti^ con a„( ^J^^J , ^ (x — #3 *'^' 

le fuozioni corrispondenti, le quali si troveranno tutte e ndla 
cesstone (i) e nella (i'). Esse costitoiscono h prima delle 
in cui si dividono ie funziooi di entrambe queste 
Quiodi si proceda alia costruzione delle eq>ressioni F$^ mediaacie 

le CIvexl =~ I P^^ ottenere una funzione analitica nnifiMrme, la 

\« — a^J 

quale abbia per il t G>ntinuum » C pet rinsieme R e pec g^ th/fk 

insiemi dcrivati da questo mediante la legge indicaca, pcoprieti ana^ 

loghe a quelle che ha la funzione considerau nell'espasixioiie dei 

risultati del Mittag-Leffler rispetto a C, i{, ^'\ . • • . Dican 

F(x) quest'ultima funzione, F(x) quella relativa a C, R. Ndla serie 
che rappresenta F(x) Hgureranno tutti i tennini F^^ che figorano 
nella serie che rappresenta F(x% i quali corrispondano ai punti i^ 
(t = I, 2, . . .)t quando nella costruzione delle nuove espressioni 
della forma /^'^ si sia fatta la scelta dei numeri aventi, rispetto alle 
espressioni in parola, proprieti analoghe a quelle dei numeri che si 
designarono con : 

£ c c f^') t^*^ c^*^ If II n 

in modo conveniente. Si dovranno cioi scegliere quest! nuovi nu- 
meri = rispettivamente ai precedent!. 

Passiamo ora a considerare le funzioni delta successione (i) e 
quella della successione (i') appartenenti alia seconda delle classi 
relative alle due succession!. 

Si stabilisca pertanto una corrispondenza reciprocamente univoca 

fra i punti di T, — 1^^^ e quell! di T, , riferendo fra loro que! 
puntiy a cui corrispondano rispettivamente due termini nelle due suc- 
cession! (i), (r)« rappresentati da funzioni deUa toedfisiiiUL foona. 
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La detefititddrione d^una tale corrispondenza sar^ sempre possibite, 
trattandosi d'insiemi numerabili d'infiniti punti. Cosl la successione 
(i') sktk soggetca atle due restrizioni seguenti : 

L Qascun suotermine sia una funzioae costruita rispetto airar- 

gomento =• che in essa Bgura (v = i, 2, . . .) neUMdentico 

modo coo cui i costruita una funzrone assegnata fra quelle della 
successione (i) rispetto airargomento che in essa figura, 

ove a^ sia un puntd di f^ , tf^ un punto di T, — T^^. 

II. Nella successione (i') non vi sia mai una funzlone costruita 
^spetto airargomento che figura in essa, nel modo stesso con cui 
^ costruita tona funzione della successione (i), che corrisponda a un 
jftBino di J;^^>. 

In tal gnisa la corrrspondenza reciprocamente univoca stabilita 

Stz i punti di T, — Tj^ e quclli di T, porta con sA una corrispon- 
^denza pure univoca fra i termini della successione (i) appartenenti 

« 

d\1a seconds ctasse e quelli della successione (i^ appartenenti pure 
^lla seconds classe. E questa corrispondenza d perfettamente indivi- 
^uata daU'accennata corrispondenza fra punti. 

Siano pertanto Am— :;;^ — )'^*( ^1 ^^'^^ ^* ^' • • ') ^"^ 

AltizioQi Tuna appartenente alia (i), Taltra alia (iQ, che si corn- 

ano in base alia legge stabilita. Si dicano fj*^*', fif*^** i ter- 
9iai ddle serie : 



X/1*'* = F(x), X^*^=P(') («<8) 



|l-l 



costruiti l*uno con 6i^ f ' V Taltro con Gi^f — ^-=-V I nu- 

^*^«n che rispetto a f<*^, F^f^^ hanno la propricti del numero desi- 
B^ato piik sopra cod n^^ non avranno in generale il medesimo va- 
^^*^. n primo di quest! numcri h appunto lo stesso nti^i si designi 

•^ secondo con m^^ e si supponga w^<i% (I'ipotesi contraria non 
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porterebbe differenze soscanziali). Ora f^"'"' ha la forma (M. L.) : 
(J) T4'>(^^y, ?<•'■' ha k forma J :?!" (^niYj^B 

ove b, abbia, nspetio ad a,, signiBcato analogo a quelle che ha b, 
rispetto ad a^. Di pi6 la prifiia di quesic espressioai dovri 
divisa in due addendj : 



(!') 



x^^y 



pfifata ll 



La seconda di qucste due esprcssioni pu6 essere rappresentata 
medlanle una scrie di potenze intere, positive, di x — x^, ove sia x^ 
un puntoqualunque interno al « Continuum C» ed estemo a R — J?"'. 

E questa serie sari convergente per lutti i valori di x tali che 
sia \x — xj ^ d'una quantity p sufficientemente piccola, alBnchi 
nell'Iniorno di x^ costituito dai punti x tali che ]x — x J ^ p noa 
cada alcun punto di R. Altrcttanto vale dcUa seconda delle esprcs- 
sioni (j), coila sola difFerenza che si dovri ragionare di punii 
di C, R. R', anzichi di punti rispettivamente di C, R, R'. Ed 4 
chiaro che Ic due serie cost ottenute avranno la medesima forma, 
talchi la seconda di queste, calcolata in base a uq punto x,, co- 
inune a C, C, potrit, per un punto qualsiasi di O, essere rappre- 
sentata mediante la prima, calcolata per un punto qualunque di C, 
colla formola di Mac-Laurio. 

Rimangono ora a considcrarsi 1 termini della prima delle espres- 
sioni (j'). Ciascuno d'essi si potrl rappresentare mediance una serie 
di potenze intere, positive, di x — *„ , essendo x^ un pumo di C. 
talchi avri questa propriety anche la somma in discorso. Essa poir^ 
quindi fornirc, quando le si appllchi la formola di Mac-Laurin, 
una serie di potenze di x — x„ della medesima forma, ove sia * un 
punto di C, Xg il punto comune a C, C considcrato dianzi. 

E considerazioni analoghe valgono quando in luogo della se- 
cpada delle (3) e delle (3') s'abbianp a considerare rispettivamente 
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i pioJotci delU prima Jclle acccnnate esprcssioni molcipttcau per 
Qjc -^)*'«, e dcHc ultime due per (x—a,)'"!!. Talchfe : « Se Ic serie 
provenieaii ncl modo acccnnato nei siiigoU lerinini di F{x), F(x) 
d allc esprcssioni della forma (3') e da quelle dclla forma della se- 
conJi dellc (3) rispcilivamente formano una serie crasfonnafaile in 
u.n'uaica scric di po:enzc di x — x^, essendo *, ^^ punti gcnerici di 
CZ" sodisfacenti a certc condizioni gii viste : se di piii x^ appanicne 

a^iche « C: c sc finalmeote F(x) = ^fW.r ^•j jj luogo ad 

can sttie convergcntc anchc per i punii di C, atlora la serte 

.F'[x)= ^ fj"'-'* dari, a mcno d'una funzione regolare in turto C, 

la continuazionc analitica di VfJ"''*" in lutta la regione di C 

csteraa a C. 

L'ultima dcllc tre condizioni enunciate i sodlsfatta quando, 

scelti come punti x„ soltanto punti comunl ^ C, C si viefle ad ot- 

cc'nerc, mediante oppomina scelta del punto >r„ nelta regione indl- 

cata, chc ciascun punto jc di C rcnda sodisfatta una disuguaglianza 

della forma \x — xj^f, a essendo la quantili considerata dianzi. 

Rimangono Snalmcnte a considcrarsi i termini dclla serie 

^^ ~ fj'*'' ottenuii da quelle fra le funzioni della successione (i) che 

^' <disscro appartenere alia tcrzfl classe. Si prenda quindt In esaine 
*^*^o qualunquc di quest! termini che si designer^ con f^J'''", ^ es- 

^ ^ ■^ do un numero che viene dopo X (espressione usata dal sig. C a n- 

*^* *■ quando nella successione dei numcri si sia oltrepassato il limitc, 

^ *- di U del quale non si possono pi6 usare, con tutto rigore, le 

*^^-<z. uiioni magniore c minore), v essendo uno qualunque dei numeri 

*^^^'a serie naiurale. f^'''* (v, M. L.) si pui rsppresentare mediante 

*■"* a serie di potenzc intere e positive di x — x^. £ facile allora dare 




(•) Con y^ fW-f' s'intendcri la serie COititui 

ipocdenti x punti di T, — T(^\ 
iUnd. Cire. Malem., t XII, parte 1*. — Staaipato il i 



i di ^Fi") 
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U condizione a cbe U continuaztone analitica di questa serie per i 
puDti di C esterni a C sia fornita da una funzione regolare in tutto 
C. Ci6 infatti s'otriene allorchi, scegliendo anche qui come punti 

x^ soltanto puoti comuni ai due « G)ntinuums » C, C, si cons^;ae, 
niediante opportuna scelta del punto x^ nella regione indicata, che 

ciascun punto x di C renda sodisfatta una disuguaglianza della (brma 
\x — xj ^ p> p agendo sempre lo stesso signi6cato. 

Per i punti poi di R — ^'^ che o coincidono o corrispondono 
con punti di R — R^*^ secondo la legge stabilita, si ha cbe nell'io- 

toroo d'uno di questi, a^^ , la funzione analitica uniforme ^ /^*)*i^ 
pu6 essere rappresentata mediante un'espressione della forma : 

Si design! poi con a! un numero (della prima o della secooda 
classe) cbe preceda i. Si sottraggano da ciascuna delle serie 

2^f(«).i*^ 2]/^*^** tutti i termini, il cui primo indice corrisponde 

a un numero a che preceda a% e possa anche darsi che la seconda 
delle serie in discorso non dia la cootinuazione analitica della prima 

nella regione di C estemo a C, a meno d'una funzione regolare in 

tutto C. AUora t chiaro che delle due espressioni ottenute rispetti- 

vamente da 2!^*^***» ^Fj;^^'^ mediante la sottrazione accennata, 

quella ottenuta dalla seconda dari la continuaztone analitica di quella 

ottenuta dalla prima nella regione di C + R — R^'^^ estema a 

C+R'-R^^^ a meno d'una funzione regolare in tutto C+R—R^"^^, 

purch* fra i pumi di C + R — i?<*'> e quelli di C + R — R^^^ 
sussista la medesima relazione che si vide sussistere fira quelli di 

C, C 

Possiamo pertanto riassumere i risultati precedenti nella se- 
guente ; 
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Proposizione. — • Sia sodisfaita la condizione chc sceglieaJo 
« come punti x^ ondc calcolarc la serie di potenze di at— jt^, a cui 

• per ogni punto di C c-quivale la fuozionc analitica uBiforme 

« ^Fi"^'^ solo pumi comuni a C, C si venga ad otienere che cia- 

• SCUD punto di C renda sodisfjtta una disuguaglianza detla forma 

• \x — 'el ^pi essendo p una quantity il cut sigaificato fu splegato 

« (iiaozi. AUora la funzione analitica uniformc : ^ /^"''i" relativa 

• all'ahio • Continuum ■ C e all'alcro insieme di punti singolari R, 

■ dari la coDtJuuazione analitica dell'altra serie ^ F^"'''' in lutta la 

1 regione di C esterna a C, a mcno d'una funzione regolare in tutto 

■ C. E questo avverri in guisa che : 

• a) Ogni termine di ^ /■("'■c che corrisponda a un punto di 

■ T coincida col termine dell'altra serie relativa alio stesso punto. 

• b) Ogni termine di ^l?'"'*'' che corrisponda a un punto di 

■ '1', dla la conttnuazione analitica, 2 meno d'una funzione regolare 

■ ia tutio C, del termine dell'altra serie che gli corrisponde in base 
« alia legge stabilita >. 

€ c) Finalmenie la conunuazione analitica dei termini di V p^'i-V' 

■ corcispondenti ai punti di R^^^ [provenienti cioi da quelle delle 
« funzioni deUa successione (i) che si posero nella terza classe] 
I sari data da una funzione regolare in tutto C. 

• A conclusion! analoghe s'arrlva per le serie ottenutc rlspetti- 

• vamente da ^F^"^^, ^ ftoV medianle sottrazione da ciascuna 

< d'esse di tuttt i termini, il cui prtmo indice sia un numero a che 
« preceda a', purchi si facciano le considerazioni fatte su C, C 
.sugli altri due .Continuums. C -i- R ~ R^''\ C + R — R^'^^ e 

< si riscontri che questi sodisfano alia stessa condizione a cui si dis' 

• sero sodisfare gli altri due t. 
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2. Ora dalla proposizione enunciaU si ricava un'altra constde- 
razione che si pu6 fare su risultati ulteriori otteouti dal Mittag- 
Leffler. Ecco brevemente quali sono questi risultati. Mantenendo 
ora ai simboli che si useranoo il signihcato loro dato fia qui,, si 
sottragga dal c Continuum > C + -^ un insieme di punti che si de- 
signei^i con 5, le cui propriety fondamcntali siano le seguenti : 

I*. EssQ coDtenga i due insiemi S^'\ R.^IV. Sia ^T>=i?W. Si 
costruiscano quindi^ rispetto ai singoli punti di 5^*^ — 5^**'*^ espres- 
sioni aventi per essi significato analogo a quello che hanno le F^^^^ 
rispetto ai punti di J?^*^ — if^**''\ [Naturalmente si dovranno consi- 
derare nuovi punti b^ e nuove quantity c^*', e^ come pure^ nuovi 
numeri n^ corrispondenti ai punti di 5^*^ — 5^**"*> come i precedenti 
corrispondevano ai punti di R^^^ — l?^**''^ Soltanto i nuovi numeri 
ify saranno so^etti a queste due restrizioni. a) Quelli corrispondenti 
a punti deirinsieme 5 — S^^^ che non appartengano airaltro insieme 
J?» siano positivi. b) Quelli corrispondenti a pund dell'iosieme finito 
5(«) _ 5<»^0 se 5<^"> = 5<T> = o siaiio = o. Airinfuori di ci6 i 
nuovi numeri n^ siano arbitrarii]. Si considerino quindi nuove fun- 
zioni della forma di quelle deila successione (i), dipendenti da ar- 

gomenti della forma ^ , ove flj*^ (i&, v = i^ a, . . •) ^^ ^^^ 

bolo generate dei punti di 5,. E con queste mediante le nuove quan- 
tity analoghe alle b^^ e^ , e^^^ e i nuovi numeri analoghi aglt n, 
si costruiscano espressioni analitiche che designeremo con Fi*^ 
(f = 0, I, 2» ...)» ciascuna delle quali rappresenti neirintemo del 
t G)ntinuum » C + R — R^*^ una funzione monogena, unifbcme, re- 
golare, che neirintomo d'ogni punto singolare pu6 essere ugua- 
gliata a : 

(X - «(')) G<? (j^) + (X - ^Wyi" P (X - «?)), 

(sia qui 6^ ( (,) ] la funzione con cui fu costruita la Fj;*^ 

considerata, n^*^ il nuovo numero w^ corrispondentc). AUora Pespres- 
sione : 

F(x) = Xi^»^ 
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la continuazione analitica di F(x) nella regione di C esterna a C, 
a meno d'una funziooe regolare in tutto C e se a condizione ana- 

loga sodisfano pure i • Continuums » C + R — 5, C + R — 5, pos- 
siamo afferaiarc che : c La funzione costruite, nel modo testi indi- 
cate rispctto al € G)ntinuum • C + R — R^^ stari rispetto alia fun- 
zione analoga^ costruita come si ]ndic6 pii!i sopra, rispetto al c Con- 
tinuum » C + R — R^^^f nella stessa relazione, nella quale sta F(x) 
rispetto a F(x). Cioi la prima di quelle due funzioni dari la con- 
tinuazione analitica della seconda nella porzione di C+R — ^^^^ 
esterna z C + R — i?^^\ a meno d'una funzione monogena, uni- 

forme» regolare in tutto C+R — ^^\ 

NoTA. — £ chiaro che la corrispondenza accennata fra i termini 
delle successioni (i), (i') corrispondenti i primi, a punti di T, — 7^*^, 

i second! a punti di T^ presenta la massima arbitrariet^^ 

Questa arbitrarieti si riflette nelle diverse forme, che a seconda 
del modo, con cui si stabili la corrispondenza in discorso, assumerJl 

la funzione analitica uniforme, regolare in C, mediante Taggiunta 



della quale ^fj*^'** diviene la continuazione analitica di ^F]^*^*'*. 

A. VlTBEBI. 



112 



C. B U K A L I-^ O R T I. 



o dirouamente, o indlreitamenie, di sviluppi coniplicaii (*). Id si pic- 
cola mole non posso aver ceriamente riuaice tutte le cleganit pro- 
priety di cui & ricca b geometria differenzialc : ae ho sceltc alcune, 
ma si pui facilmentc coinprenderc come con 1 medcslmi mezai — che 
sono di una estrcma semplieitl — si possano Irattare le altre. Avr6 
raggiunto lo scopo che mi sono proposio, se il lettore potri convio- 
cersi che molte delle questioni dcU'altuale Geomelria diS'ercnziale 
superiore, possono cntrare a far parte delle ordioarie ed elementari 
applicazioni geometrichc del Calcolo. 



I. Sia P(u, f) un punto funzionc conciaua, insieme allc sue 
dcrivaie, delle variabili u, v in un dato campo, ncl quale suppor- 
remo semprc che sia 

F,P:9£o: 

il punto P descrive allora, col variare di «, v nel dato campo, una 
supcrficie in ogni cui punto P il piano tangente i parallelo al bivet- 
tore P.P;. 

Se poniamo 

^~|niodCP:'p;) 

allora K h un vettore uniti parallelo alia nontiale aila superticie in 
P c il cui verso pui es-ier preso come veno positivo sulla normalc. 
II vettore d P t normalc a K, pcrchi dP giace sul piano tangente 
in P, e quindi 



CO 



dP\K^ 



C) II lettore, per renders! esatto conto della semplieitl delle drtnostradon!, 
deve osservare che io mi va'go (insieme ag'i e'etnenti della teona delle corri- 
spondeoze linear!) solo della parte ttoriea comenuta nel mid libro gii cit»o, 
parte che, pur contenendo iniplicitjmenie (til/i i sistetni di coordinate lioeari, pub 
ejjere comodamentc svo'ia in lo leiioni, e non richiede altre Donioa! aU'infuori 
della gtomeiria elemenlare, dell'i'goriimo algebrico, e degli elemeati di Calcolo 
dlfTcremiale a integtile. 



\ 
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che differeoziata da 

(a) (PP\K = -dP\dK. 

Avendosi ancora in particolare che 
(ly K\K = o t FjiK = o 

si htt derivando la prima rispetto a v e la seconda ri^tto ad n, 

(3) p:ik: = p;ijr.. 

•• • I # 

2. Per ogni rclazione /(a> v) = o tra n e v, P describe una 
linea sulla superficte : questa linea b linea di curvatura, quando la 
rigata descritta da PjfiT ft sviliippabile, cioft quando (ro. 1, pag. 99) 
d{PK).d(PK) = o. Osservando che d(PK) = (dP)K + P(dK) st 
ha che la retta PX'descrive una sviluppabile quando K(dP)(dK)=zo, 
doh quando i vettori K, dP, dK sono complanari : ma essendo K 
un yettore unitJl, dK h normale a ^ e giace quindi sul piano tan- 
gente in P, e per ci6 la precedence condizione equivale al parallel- 
lismo dei vettori rfP, d K, cioh a 

<4) (dP)(dK) = o, 

<he * quindi Vequa^ione differeniiaU delle linet di curvatura. 

Abbiamo gii osservato che il vettorc dK sta (qualunque sieno 
^i increment! du^ dv) sul piano tangente in P, e che quindi i vet- 
tori dP,^K sono complanari. Possiamo allora considerare, sul piano 
Yaogente in P, I'omografia 



''^ ' = ik k) ■ 



Dall'essere 



C«) dP^Pldu + Pldv e dK = K',du-\-K'dv 

1 

Xend. Circ MqUm^ t XII, parte i\— Sumpato 11 19 mar^^o 18^. xj 
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« 

si deduce che 

(7) if{dP) = dK. 

Se I i Toperazione che nel piano tangente io P £i mocare ogni 
vettore di un angolo retto (e r^ yetio positiTb della rousioae ini6 
esser detenninato dipendentemente dal verso di K), allora i9 i una 
ODograGa per il coi myimilite (*) si ha : 



i-.-i,_ y,(«JO--/;(«g2) 

mT. • e _ ic-^g= =• , 



KP 



• • 



che per la (3) ik 



• 



mT.ie=:o. 



Uomografia iQ h donque oaa imvolu^;iam: ma questa ammette 
o iraa sola o infinite ooppie di raggi coaiugati ortogooali, e qiUDdi 
9y o ammette doe soli rag^ uoiti ortogcHiali, o timi i suoi raggji 
aooo uoiti. Da questo e dalla (4) e (7) risuka che : per ogni fimiio 
P Mlu sup9rfim pasumo due sole Una di cnnminrn cbe m si in-- 
glinno ad angolo mio, v$ n$ passono infinite (^). 



(*) Cfr. G. P e a n o : « Tresforwmiiem Hmari id viUori it un piano ». Atti 
Ace Torino, 1895. 

C*) Ossenrtndo: che 

rfPtfp -(?;)» rfii* + a (p;i?;)rfiirfv + (?;)» rfv* 
- rf* PiJT » I* Pii ir - (Piijc;) I* «• + a (p;i jt;) rf « I* r + (p;i/0 i V* : 

che il discriminante delU forma dif!erenziaTe quadratica dP\dP h 

(mod Py (mod P;)» — [mod P^. mod P;. cos (P^, P^Y = ["^ (^'. K>Y • 

che, se le linee corrispondenti a valori costand di k o di v sono linee di curva- 
tura oitogonali, sono nuHi i coefficient! di dudv neUe dut formt dP\dP^ dP\dk: 
allora il lettore pu6 confrontare la dimostrazione geonietrica da noi data del noto 
teorcma suIPesisteiua delle linee di curvatura, con Tordinaria dimostraxioiie ba- 
sata sul noto teorema di aaalisi : « se di due forme differenziali quadra tiche una 
almeno h definiu allora si pu6, o in un sol roodo o in infiniti modi, cambiare 
Ic var}abili 10 foiu ch^ ti aonullioo i cocfficienti medii delle due fonne », 



iomk ALCoiiB auBsnoiii di dmnrtu nimiibdutJu n$ 

3* Se 5 i Ttfco della corva descrim da P(ds=zm^iF)^ 
alloia per le fiMrmule di Frenet (m. 1. pag. I2i) si ha chciP^ds^ 
▼ale il prodocto della prima curvitura in P per un vettore uniti N 
parallelo alia nonnale principale e di verso dctermioato (eccettuati 
ceiti pund siogolari che noi non consideriamo). Essendo f I'angolo 
dci Tettori N, K, diamo alia prima conratiira i/p (cmnmimrs uss^ 
MicX tin s^oo fleteniunato poDendo 

rj\^ I 
""7f| 7^°*'' 

owero per la (a) 

n yalore assoluto della curvatura della sv^nt normak in P, 
corrispoadente alia direzione d P, vale il rapporto tra il modulo della 
ccHDponente normale di d^P [la qual componentc i (i/*P}X)Jr, ovvero 
per la (2), — (dP\dK)K] c il modulo di dP : attribuiamo an segno 
a questa curvatura, curvatura^ normale, jjr, pi^eodo 



(9) 



X __dP[dK_dP 



r ~«VP "- ds 
Quesu combinau con la (8) di 



dK 



ds 



(to) f = fCOff 

che dimostia il teortma di Meunier. 

Per la curvatura tangen^iale (o gepdetiea) ifg abbiamo 

(loY I seoy _tan89 

' g f ~' r 



tMffWTJMf 



dt Un' parallelo dt una superficie di rivoluT^iont I uguale alia parte di 
tangtnu at meridiano comprtsa fra il punto di contaiio e Vasst. 

La superficie che si considera sia la sviluppabile osculatrice di 
una curva gobba Q per la quale i vettori unid T, N^ B sono quelli 
che compariscono nelle formule di Frenet. Sia Q^ il punto che 
dcscrive una curva plana di egual arco e di egual curvatura (fles- 
sione) di Q. Posto 

P=Q + bT e P, = a + *r. 

il punto P, descrive la trasformata di P quando si distende la svi- 
luppabile nel piano (tn. 1. pag. 113), e le curve P, P, hanno egual 
arco. Per le formule di Frenet si ha 






= xT + yN+iB c iip=xT,+yK> 



e non abbiamo bisogno di calcolare effetdvamente i numeri x, y^ ;^. 
Da queste formule si ha per le curvature in P e P, , 



l. = |/x-+/ + ;C-, J- = l/x*+/: 



ma pdchi 



^^,B = xTB+yNB, 



e 9 vettore B h parallelo a K, si ha, prendendo i moduli dei due 
fnembriy 



seiry i 



la quale ^rnostra un noto tearema di Catalan (Comptes Rendus, 1843) 
che si suole anche enunciare dicendo : la curvatura tangen^^ialt in 
P vale la curvatura ordinaria della trasformata piana. Se la sup. con* 
9derf|a i on coqo descritto dalla retta QT^ allora la precedente 



tonu ALCum dussnolii di GEdiiETku difperbmzialb. tii 

fimostranone sussiste essendo Q un punto fisso e sostituendo all'e- 
lemento di arco di Q il mod d Ti per uo cilindro si supponga essere 
la cunra Q una sezione retta della sup., j2 7* la binormale, QN 
la tangeote t QB \z normale principale in Q (m. 1. pag. 126) (*). 
Altra forma notevole della curvatura tangenziale in P, per una 
sQperfide qualunque, i 

— =7— srrK owcro — = — TNK 
g dsi^ g p 



(*) Ecco un altra ditnostraxione del teorema di Catalan. La sup. sla de- 
tcrittt dalla retta ?/» ove I h un vettore uniti funzione dell*arco / di P. Distesa 
h sop. au di un piano aieno P^ , /| gli elementi corrispondenti a ?» /• Si ha 

csKodo i vettori T, ?/» B relativi alia curva ?, e quindi, derivando, 

Facdamo lo sviluppo sul piano tangente lungo ?/, facendo coinddere Pg 

c/i con ? ed /: risulta die per il valore considerato di i, Tt e dijds coind- 
teo coo r e difds. Osservando che se CT, T, fF sono vettori si ha 

UirfF« (aifP)ir— (UlOl'^f 

^sseude i prodotti regressivi sviluppati sul piano all'infinito, allora, moltiplicando 
'< fonnula precedente per IT, si ottiene, dopo aver soppressi i termini nulli e 
^oelli comuni ai due membriy 

P Pi 

Se ^ Tangolo^ noo nulIo» die T fa con /, la fonnula ora ottenuta dk 

— sen 9 sen a — senO, 
P ^ Pi 

(P^rcW \TI h parallelo a K) owero 

sen^ I 

""p pT* 
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dalla quale si deducono facilmente note proprietli delle linee a cur- 
vatura tangenziale costante (circoli geodetici secondo il Darboux). 
Se le linee coordinate «, v sono linee di curvatura ortogonali, 
allora per le curvature normali i/r^ , ifr^ corrispondenti alle dire-- 
:(ioni principali P^ , P^ si ha dalla (9) 



(11) 






le quail, per essere i vettori K^ , K^^ rispettivamente paralleli ai vet- 
tori P;^, Pi [formula (4)] dinno 

Se P i un ambetico (r, = r,), allora, in virt4 delle (11)', To- 
mografia 9 si riduce al numero i/r , , e, in conseguenza, per il punto 
P passano infinite linee di curvatura. Si ha pure facilmente che : le 
supcrficie per U quali ogni tinea h tinea di curvatura sono solamente 
quette per te quati ogni punto P h un ombetico. Per ogni punto di tali 
superficie deve esistere un numero i/r, funzione di u, v, tale che 

dKz=:^dP: 



quesu, di£Ferenztata e moltiplicata per dP (che non h nuYLpy^ dk 



( 



^j^-.^^p^JP = o: 



non essendo, in generale, i vettori dP, d^P, d^K complanari, la 
precedente relazione h sodisfatta solamente quando per ogni valore 

di If, 9 si ha che d^K d^P = 0; ora quesu combinata con 



la penultima formula differenziata , d^ (d — jtfP = o, 



ovvcra 
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if— j=o, o i/f ==cost. Se i/f = 0, allora iK:=zO t K h vlvl 
^mact costaote, do& la sup. descritta da P & un piano: se ifry^o, 
allora reqaazione dK =z — dP, intcgrata, di ?= + rK, ove 

i on panto fisso, e quiodi P descrive una sfera. Segue da ci& che : 
solumto per i piani e per le $fere ogni linea I linea di curvatura (*). 
Dalle formule (9), (ii/ si ha che 

detto ^ Tangolo che dP h con F^^ allora, dallo sviluppo del pro- 

dp 
dotto intemo t— P^ [cfr. formule (6)], si ha subito che i coefficient! 



dt i/f, , i/f, valgono, rispettivamente, cos*^, sen*^ e quindi la for- 
mula precedente d^ 

/ V I cos* 4 , sen* 4^ 
(la) — = i- H ^ 

che h la formula di Eulero, dalla quale deduconsi le ordinarie pro- 
priety della Indicatrice di Dupin. 

Quando le curvature principal! in P non sono nuUe, allora Tin- 
voluzione delle direzioni dei diametri coniugati dcW indicatrice di 
Dupin coincide con Tinvoluzione ia come risulta subito dalle for- 
mule (iiy. Da ci6 si deduce che: in ogni punto P di una curva 
delta sup., la tangente e la generatrice della sviluppahile circoscritta 
lungo essa curva sono diametri coniugati della indicatrice di Dupin. 

n Quando in ogni punto P, r^=^r^^ allora i coefHcienti delle forme dif- 
ferenxiaii quadratiche dP\iP^ dPMKy sono proporzionali, e viceversa. L'indcter- 
tninazione considerata nel teorema di ana^si citato nella nota al n^ 2, ha pure 
luogo solamente nel caso de!la proporzionalit^ dci cocflficicnti delle due forme. 

Si osserti che Tessere dP\dK identicamente nullo^ caratterizza il fatto che 
11 panto P descrive un piano, il che pu6 anche esprimersi dicendo (n^ 4) : xo/o- 
umu ml pUno ogni Htua i asintotica. 



tlO C. iORALI-PORTf. 

In&m : il piano taogente in P i la posizbne della fimni 

P\Ki 

la generatrice della sviluppabile in questo piano sta anche sul piano 
(m. 1. pag, 85) 

d{P\K) = dP\K + P]4K = P\dK, 

e quindi la generatrice considerata passa per P ed i normale ^ dK, 
cio& ha la direzione coniugata ii dP rispetto aU'involozione / 9 (^). 

4. Se le linee coordinate u, v sono linee di curvatura ortogo- 
nali, allora dalle (5), (iiy si ha 



\ K. K I 



quindi per il dtterminanU (rapporto delle aree corrispondenti) e per 
V invar iantt di a si ha 



det. a = , inv, a = , 

ft r T 

le quali dicono che il determininte e Tinvariante di <x sono, rispet- 
tivamente, h curvatura di Gauss (o curvatura totale) e la curva- 
tura media della sup. nel punto P. 

Se la sup. descritta da P i a curvatura nulla, allora, a causa 
della continuiii supposta per P e per le sue derivate, o i/r, o ijr^ 
i costantcmente nuUo, cioi la sup. i rigata (m. 1., pag. xo6): ma 
se P descrive una generatrice di una rigata gobba la retta PK non 



(*) Risulta pure facilmente che i sisttmi coniugati sono quelli per i quali 



P:\K = P'JK « o, ovvero j^^ 



K:=0. 



I 
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dcscrive una sviluppabile^ e quindi : le sole superfiiu a curvatura 

nulla sono le rigate sviluppabili. 

Sh uo puoto (isso; allora il puato Q=zO + K descrive la 
rap^ratntaijionc sferica delU sup. P. Se dP, d'P sono due direzioni 
uscenti da P, le direzioni corrispondenti nella rappresentazione sfe- 
rica 9O0O 4K, i'K* Ora> a£och6 da 

dP\d'P=:{P';fdud'u + {F;fivd'v = o 

si a.l>bia cotne conseguenza 

dK\d'K=\{F,ydud'u + ±-{F;fdvd'v = o, 

* ^^occssario e sufficiente chc sia 

-r i- = 0, ovvero ( ! ) ( J = o; 

ct6: M/e U diri^mi oriogonali in P si €oms$roano ortdganali 

I rappresinSaiiMS sferica, solamente, per gli ambelicbi delta sup. 

tuSii I pufUi delU sup$rjieie a eunmiura media nulla (^). 

Se il punto P dcscrive una asintotica, cioi una curva ii cui 

osculatore in P coincide col piano tangente in P, allora il 

^^•'v^ttore dP.d^P, chc i parallelo al piano osculatore in P, i paral- 

*^lo al bivettore \K: ma poichi dP ^ parallelo a \K, si ha che Te- 

zione differenziale delle asintoticbe h 

d^P\K = o 
rcro per la (2) 

dP\dK=o, 



(*) Iq quest! due casi o 9 si riduee ad un nnmero, 8 9^ un'involuzione. 

^ dimostra II teorema di geometria profcttiva: se due fasc! di raggi proiettivi 

^^svrapposti hanoo due raggi uniti ortogoaaIi» allora, dire che a due raggi or- 

Sonali dell'un fascio corrispoodono raggi ortogonali nell'altro fascio, equivale 

^ire chc i due fasci forniano una involuzione. 

Rend, Ore, MaUm,, u XII, parte i% — Stampato il 21 marzo 18^. 1$ 
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U quale confrontata con la fg) dice che ; /* asinlolube sono It linet 
a curvatura normaU nulla (*). 

II vettorc K ft parallclo alia binormale dell'asintotica in P, e 

quindi, per Ic foraiule di Frenet, (-^) fe il quadrato delta tor- 

sione in P, Ora si ba [cfr., quanto abbiamo detto per oncnere 
la (.2)] 



(^)=(K)-CT)"+w(^y= 



la quale con&ootata cod la (12) ove si poaga i /r = di 

che ditnostra il teortma di Enneptr. Se osserviamo che 

dP\dK={P',\K',)du' + iK\K)dv' 

(essendo u, v coordinate coniugate) e die per dP\dK^^o si hauno 
per du]dv due valori di egual modulo e di segno contrario, risulta 
subiio che : st per P passano due atintoticbe. It loro torsion! in P sono 
eguali e di segno contrario. 



5. Da una nota forma (••) della variazione dcW'fds 
Jo ls''« ' Jo ''» 



(*) Se per P passaaa due assiniotiche queue hanno per tangenii i raggi 
doppi dcll'involuzioiie ia. Risulta che per ogni puDCo di una lup. a curvatuM 
media nulla pasiaao due asioIotUhe die ivi si Ugliano ad angolo reito (cfr. aou 
ptecedente). 

Si pu6 ancbe dire che il panto F dtserive una atintellta, solo quando la linea 
iticriila da P i di slringimenlo per la rigata P K. lofatii il punto centrale sulla 
reita PK *, posto U = \K(_dK), (m. 1., pag. 97). 

PKU.(,PdK—KdP) = PKV(dK).P — PKV{dP-i.K\ 
e percht i\A KU{^dP) =0 k Decessirio e sufficientc che sia dPIiJCss poicht 
U t ippunto un vcttore, del piano tangente, aomiale i dK. 

(**) Peano; Lt^ioni di Aualiti Infinilesimalt, vol. 11, pag. jii, 
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risulta subito cbe in ogni punto di una geodeiica, la normale princi- 
pale coincide con la normale alia superficie. Se P descrive una geo- 
detica, e Tarco QR ^^^ lungbei:iia costanU, allora 

e quindi, se Q descrive una traiettoria ortogonale delle geodetiche 

descritte da P col variare di j2» ^Qche R descrive una traiettoria 

ortogonale delle stesse geodetiche, e si ha cosi una nota propriety 

delle linee geodeticatnente paralhh e dei citcoli geodeiici. 

j% p 

Se il punto P descrive una geodetica allora -j-r> che h pa- 
rallelo alia normale principale, h parallelo z K t quindi 

03) if 77- = o 

i l'equa:(ione differtn^^iah delle geodelicbe. Sotto altra forma si ha per 
la stessa equaztone 

{i$y K.dP.d'P = o 

perchi il piano osculatore in P & parallelo al bivettore dP.d^P. 

Se P descrive una geodetica che sia pure linea di curvatura, 
cioi per la quale si abbia dP.dK=zo, allora differenziando la (13/ 
si ha K.dP.d^P '=zOi che combinata con la (13)' dice che i vet- 
lori JP, JP*, d^P sono complanari, cioi che (m. 1., pag. 67) P 
descrive una curva piana. Dunque : ogni lima geodetica cbe I linea 
di curvaiura h una curva piana. Se P descrive una geodetica piana, 
allora i vettori K, dP, d^P, d^P sono complanari, e quindi diffe- 
renziaodo la (13)' si ha dK.dP.d^P zzzox questa h verificata 
quando il'P = o, o quando il vettore dK sta sul piano osculatore 
della curva, cio& quando d P.d K=io. Dunque : ogni linea geodetica 
piana I una retta h una linea di curvatura. 

II punto P descriva una geodetica (non rettilinea) e sia jB il 
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vettore uniti parallelo alia binormale in <r : si ha, determinando 
anche il verso di B, 



B = 



dp 



ds 



K, 



da cui si deduce 



dB 



^P tr , idPdK 

■3?"*^ + 17777 = 



dP dK 



ds ds ' 



poichi d'Pfds* h parallelo a K. Essendo il modulo di dBfds il va- 
lore assoluto della torsipne della geodetica in B, poniamo, attri- 
buendo cosi un segno a questa torsione i|t. 



(14) 



1-K = 

T 



dP dK 



ds ds 



la quale, in virtCi della (4) dimostra che : le linee di curvatura sono 
It lime ck$ bann9 in ogni loro punto la torsione geodetica nulla. 
Se Uf V SOQO liaee di curvatura ortogonali si ha dalla (14) 

T |v • • I • *^dsds \f, r^/dsds\ ■ • 



dft cui si deduce 



-- tts -— I -^ — — J sen 1 9; 



e questa diroostra, iosieme ad allre propriety, che : dut geodetiche 
ortogonali banno nel loro punto d'incontro torsioni eguali in valore 
assoluto e di segno contrario. 
II punto 

?, = ? — f,X 



tontA ALcthiE duEsnom Dt giometria differekziale. 1 2^ 

deicriye una fiilda deWevoIuta della sup. P (*). Se u, v sond linee 
di curratura ortogonali, allora dalle (ii/ si ha 

du " ' * dfi du 



^^^P:^r,K-^K^(r.-r,)K:-^K 



e qoindi 



du dv ^ ' ^^ du • ^ '^ 



Risulta da questa che la normale in P^ all'evoluta 6 parallela 
a i^ ; ma la tangente in P^ alia cunra considerata h parallela a K 
e il piano osculatore k parallelo z KK^^ t in conseguenza : gli $pir 

Se «» tf sofio linee di curvatura oftogdnali, allora 



PKK'^ 



P«p: 1 . I 



il che prova essere Pt il punto che dcscrive lo spigolo di regresso della svllup* 
pat>ile descritu dz P K quando P descHve la linea di turvatura v = cost. Si 
os^rvi che il piano osculatore in Pg h 

K(P ^i + /*; iC) = — P KIZ, 

00^ il piano normale alia sup. P uscente da P e parallelo alU direzione PJ^ 
(•^ Se ossenriamo che 



dudv du ^ dudv 



• ^^»mdi che 



dudv " 



^ita sttbito che: nelle due falde deirevoluta le lioee corrispondentt alte linee 
^ curvatura della sup. ?, formano un sistema coniogata 



goli di regresso delle sviluppahili luogo delh nor malt ad una superfidi 
lungo le sue linee di curvatura, sono geodeiicbe ddla superfide 
luta (♦). 

II puQto P descriva una sup. di rivoluziooe di cui I'asse i 
posizione della fonna (costante) di seconda spede a ad inTariantes 
nuUo e di modulo uno. Se P descrive sulla sup. una linea per ogm ^ 
punio delta quale la normale principale giace nel piano meridiano eof" - 
rispondente, allora 



P^a = o, 



da cui si deduce che 



P-r— a=:cost. 

ds 



perchi la derivata rispetto ad s del primo membro di questa h j^ 
punto il primo membro della formula precedence. Decomposto il vet- 

d P 
tore --p- nella somma di due vettori, uno parallelo alia tangente 

al parallelo che passa per P e Taltro parallelo alia tangente al me- 
ridiano che passa per P, si ha 

poichi P(-T— ) fl=o, si ha ancora 
Ora il modulo di Pf-^— ) vale il seno dcU'angolo che dPfz 



(*) Dalle formule precedent! si deducono assai facilmente altre note pro- 
prietii della super ficie evoluta. 



ma 
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col meridiino uscente da P, e poichi la minima distanza delle due 

(d P \ 
-T-^) f a, t i[ raggio del parallelo che passa per 

P, la formula precedente dimostra il teorema di Clairaui (*), e 
anzi dimostra ancora che Tessere costaote la quantity indicata nel 
teorema di Clairaut h condizione che caratteri:^:^a \ paralleli e le 
della superficie di rivoluzione. 



6. I metodi fin qui adoperati permettono di risolvere assai fa- 
dlmente anche le questioni relative alle congruen:(e di reUe. Ne da- 
remp qualche esempio. 



(*) Questa dimostrazione h una semplice traduzione in linguaggio geome- 
trico di una dimostrazione che il prof. F. Castellano d&, da alcuni anni, del 
teorema di Clairaut nelle sue lezioni di Meccanica razionale. 

Un*altra dimostrazione assai semplice dello stesso teorema h In seguente. Sia 
« I'arco di meridiano e v I'angolo che il semi-meridiano fa con un semi - meri- 
diano iisso. La quantity considerata nel teorema di Clairaut h 

Osservando che 1^ fc normalc a P;^^, che P^ fc normale a P'', si ha che 



J 
d 



7 {^ 1^0 = 7F l^i + <^il^- + ^ilO 17 Ji ' 



se & il centro del parallelo e r ne & il raggio, allora P^'^^ k il prodotto di r 
per il vettorc unitA parallelo a P — e quindi P';|P^|^ = — r sen (iT, — P)y 
ed essendo P'J^^ il prodotto di drfdu = sen(iir, O -- P) per il vettore unit A pa- 
rallelo a P; si ha che P;|P^^ == r sen (K, — P); si ha dunque 



U V"37 I^V ^'* '^ 



che dimostra il teorema di Clairaut. 
Si osservi che si pu6 porre 

ore Q descrive la semi meridiana, r & la distanza di Q dall'asse, / ^ un vettore 
onitidel piano della curva Q normale all'asse, e Toperazione i h fatta suipiani 
dd paralleli. 
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Sia Q uQ punto e / uo vettore unhik funzioni continue... di fi 
e V. La congruenza h descritta dalla retta QL St h un punto 
fisso, + I descrive la rapprtsentaTiionc sferka della congruenza, e 
Telemento di arco descritto da + / & 

dsz=zmoidL 

Per una direzione dl, cxoh per un valore di dufdv, si ha una 
superficie rigata descritta da QI: 11 piano ceotrale per la genera- 
trice QI A 

QI\I(dl)=zQ\dl 

e il punto centrale i{ in ^/ i la posizione della forma 

[a(dr) + (dQ)I][Q\dI] = -[(dI)Q\dI]Q + [idQ)Q\dI]I = 

^KdI\dr)Q-(dQ!idI)I], 



e quindi 



«=e-^^'=2-«'' 



e so indichiamo con r la distanza di J? da j2 ^^ ^^ 



ji\n~ jPiJs 

Sieno state scelte le variabili u, v in guisa che i coeffidenti 
medii delle due forme dl\dl, dQ\dI sicno nulli, in guisa cioi che 
si abbia 

(1 6) iK=o, q:\i: + Qjii: = 0, 

le quali relazioni sussistono per qualunque punto Q -f x/ della retta 



(' 
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QI^ come h facile verificare. [Si ha, ad es., 
Supposte verificate le (16)^ poniamo 



e jQ + r, /» Q + ft^ sono i punti centnli va QI ddle due rigate 
o^rrnspoDdenti a o = cost, ed » = cost. 
Dalla (15), (16) e (17) si ha 

-=-2ii:D-<ai:g7)='.w(j7")'+'.ra'^)> 

c ^etto f Tangolo che dt fa con i||| si ha (n® 3) 



h Iz formula di Hamilton, dalla quale deducesi che r, , r, 
10 i massimi e minimi valori di r. Ma dl\dl h una forma defi- 
am^a e quindi dalla (15) rlsulta che r acquista effettivamente un 
v2B.lor massimo e un valor minimo : in conseguenza si possono sempre 
sc^rgliere le u, v (in un sol modo, o infiniti modi secondochi r, ^ r, 
#*, = rj in guisa che sieno verificate le (16) e r,^ r^ sono indi- 
pcrndenti dal sistema di coordinate u^ v. Le sup. rigate descritte 
ds QI t corrispondenti ad fi = cost. e v=cost.9 che diconsi pritir- 
ci^ali, hanno i piani centrali per QI ortogonali e il piano centrale 
dell* una h asintotico per Taltra. 

Se nella (18) poniamo al posto di 9, j 9 o 9 H i va- 

^^n, di f sono eguali e detto r' uno di questi si ha 

r^ ^='r^ sen* 9 + f , cos* 9 
^^tini. Qrc M0($tih, t XII» parte i\— Stampa^p {1 29 marzo 1898. i^ 
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che combinau coq la (i8) di 

la quale prova che i punti ceotrali con;ispoodeod a due direzioni 
ortogonali, o a due direzioni aventi con i piani central! priocipali i 
bisettori a comune, sono equidistant! dal punto 

che ^cesi uiUro della retta QI ndla congruenzt. 

G>nsiderando la congruenza generata dalla retta P/, le formule 
(i6) stttiistoDo ancora ove al posto di j2 $> i^SS^ P* posto (sup- 
pooendo f ( ^ f i) 



2b=zr, — r„ 



le (17) dkioo 






c la formula di Hamilton diviene 

r = ib cos a f ; 

dalla quale, come del resto andie dalla (i8), deduces! che corri- 
spondentemente alle direzioni dl che bisecano /^ e i^ si hanno due 
rigate che hanno P per punto centrale. 

Per i = 6 si hanno le congruence isotrope di Ribaucour, ptr 
le quali ogni rigata h pfincipale e per ognuna di esse il punto cen- 
trale suUa retta PI h i\ punto P. 

Per un punto qualunque S della retta PI si ha 

$ = P+xI, 
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ore jc k xm nuraero funzioiie dt ii,'f^.' Stx h tale che il vmore ^ 

iS^dP + xdI+(dx)I 

« 

i* iioraale, qjtialufiqoe sia du/dv, ad i^ allora la coDgrueUza ^mi^ 
nuQe. Ora d S\I z=i 6 quzudb 



•* .♦«••■ 




ijc = — iiP|/, 

P^x^clii esscndo /an vettore uniti si ha che /|rf/z=:o. La precedente 
^oi^dzione assume la forma 

C«^) dx = -(p:\i)du-iP'jir)dv, 

ia. cjoale i sodis&tta quando 

i (TO = ^(W, 

i quando 

e combbata con la seconda delle (i6) di 

Fx = -p:!^ = o. 

Queste, essendo ortogonali i vettori f^, I^ e perpendicolari ad 
-f» dice che i vettori /, i^, J^ sono complanari e sono pure compla- 
^ari i vettori /, P^, /^ : ma poich^ Tequazione differenziale delle 
x^igate sviluppabili della congruenza h d{PI).d{PI)^=:o^ ovvero 
J'.dP.dI=zo, si ha che : una congrucn:^a I normale solo quando U 
^ue due sup. principali sono sviluppabili. 

Se indichiamo con a e ^ gli angoli che / fk, rispettivamente, 
con P^ e 1^ si ha dalla (19) 

dx:=z — (mod P^ cos « J II — (mod P^) cos pdv. 



dalU quale » deduce sobito il Uarema di Bilirami, che esprime 
rimanere la sup. S ortogonale ai raggi delta congroenza per qua- 
lunque flessione della sup. P. Dalla (20) espressa mediante a e ^ si 
deduce, con i metodi ordinari, il ttortma di Mdlus^Dupin che 
csprime rimanere normale ogni congruenza nonnale dopo aver sottto 
nn numero qualunque di riflessioni o di rifrasiom. 



Torino^ gomajo 1898. 
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SULLE TRASFORMAZIONI INFINITESIME, 
CHE LASCIANO INVARIATA UN'EQUAZIONE PFAFHANA. 
Nota di E. von Weber, in Monaco di Baviera. 



AduMiiMi dal I) ftbtetjo 1898. 



I. In mi articolo comparso in questi Rendiconti (*), il sig. Vi- 

^ * o t i ha detenninato, per alcuni casi special!, tuttc le trasforma^ 

^fioi infinitesime, che trasformano in si stcssa un'equazionc pfaffiana: 



McUa presente Nou io mi propongo di provare che la risoln* 
^one completa di questo problema pu6 deduisi quasi immediatamente 
^^a teoria del problema di Pfaff, sviluppata da Clebsch (^), 
Pxobcnins C*^) e F. Engel C*^). 

2. Ricordiamo dapprima i punti principali di questa teoria. 

O Tomo XII9 pp. i-ia Adunanza del 14 novembre 1897. 
(^) Journal fQr Mathematik, t 6O9 61. 
(^ Journal fflr Mathematlk, 8a. 

C^) Berichte der Kgl. sichs. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzigy 
la^ pag. 41J. 
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indichiamo con. (A), (B), (C) i tre sistemi rettangolari : 



F F F 



r F F 

1/ U . . . U 






i« 



17. 



^•. t7. 

17. o 



F F 



'^ i« • • • '^ « 



Diciamo con Frobenius, che un sistema rettangolare ha il 
c rango > x, se tutti i suot minori d'ordine a + i, ma non tutti i 
minori d'ordine x, spno null! identicamente. Essendo x, x% x'' i 
ranghi dei sistemi (A), (B), (C), e / un intero posidvo, si verifi- 
cheii Tuno o Taltro dei seguenti casi 



(H) 



X = 2/, x'=2/, x'' = 2/ 

■ ■ • ■ * 

X = 2/— I, x' = 2/, x'' = 2/ — 2. 



(x^n) 



L'intero x si chiama la c dasse > deU'espressione 1. Secondo 
che si verifichi il primo od il secondo caso, quest' espressione A pu6 
essere trasformata nell'una o neU'altra delle forme canoniche: 



(a«) 

(2 5) 






ore I'e ratudoni «, ^ sono tra loro indipendend. Le n + i equa- 
doni lineari colle iocogoite 1)4: 

(3) Z'>''^* = (*=!,...») 



(4) 



2|»»,Di = o 



ff 



V I . * 



M 



^. i > e > < M -^^ 



^ 

^-^^5^ 



^ Xr=x^ Xa^=^- s^^^^ 



Mk A^ .ajjjiju. i i..i nr 4ji juwr^fcl: i.v ^stiiJMhv ^sv6\ K' .{^^^s** yV^ 
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ottesiau cbe lascu iarariau requaaoae (i), aat die vcdfica ana 
ideodd: 

(ii) XAht.A. 



Da quesu ideotiti, noi col sig. Vivanti A^^f^ifn le rdaaiofii: 



(la) 



Y,Fu}^ = x,Ut — j— (^ = 1,... ,) 



Ora, supponiamo dapprinu % = 2 1. la qooiD ctso rdimiiUH 
xioDC delle C^ » t dal sistema (la) ci oondoce allc scgneod ooodi- 
lioDi per la fuoxiooe IF: 

O3) X^fFzizo (l«i, !...,• — «) 

(14) JF=^X.ir. 

Dalle (13) risulta, che \z W h una funzioQe ddle x, , . . . X|, 
5, , ... ^/. Ponendo fVz= 0, il sistema (la) colle incognite ^^ t 
ammette Ic soluzioni (7), (8). Presa pot la pi& generale foiudone W 
Don identicamente nulla, e soddisfacente alle (13) (14), indichiamo 
con C . • • Ku una soluzione particolare delle (12), per la quale si 

ha T ^ 09 e poniamo Yf^^^ -^ ; la pi& generale trasfanna- 
zione che lascia invariata la (i), sari 



(IS) x/= y/ + p.x./ + p. x./ + . . . + p^ j^/. 

ove le Pi sono funztoni affatto arbttrarie, e si ha T^p^v^, di modo 
che, ponendo po ^ o, si ottiene la piii generale trasfismunone che 
lascia invariata Vesprcssione A. 

Si pu6 ammettere poi, senza restringere la generality, che le 
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76, I sieno indipendenti per rapporto alle x, , x^ , • • • jr^ Oni» in- 
troducendo nelle (9) le nuove variabili indipendenti : 

questo sistema prenderi la forma : 

Dunque possiamo scegliere le soluzioai (7), (8) delle equaiioni 
(6) in guisa che» in virti!i della saddetta trasformazione delle varia* 
Inli, si abbia identicamente : 

Inoltre, ogni trasformazione delle sole variabili up, £, che lascia 
invariata Tespressione (2 a), &, come i noto, una trasformazione di 
contatto omogenea, cio6 ha la forma 

ove W designa una funzione delle tt, ^^ omogenea d'ordine t per 
rapporto alle w,. Quindi le (13), (14), nelle variabili (16), si scri- 
vono cosl : 

dW dW dW 



= o, 3-- — = 0, ... -5-— = o, 



e la (15) diviene 



x/^w)+.2:«.i^+Zp-i 



*aM 



^ndL Qirc MqUm., t XII» parte i\— Statnpato il }0 marzo 18^. |§ 



Per esempio, nel piii scmplice caso n = ft r= a /, studiato dal 
sig. Vivanti, si ba: 



(C) designandoy come sopra, il detenninante delle F^^ , e if^^ i suoi 
minori. D'akra parte, dai tcoreoii di Clebsch rbulta scnz*aItro : 

4. Veniamo adesso at caso di xzca/— i. In questo casoTe- 
liminazione delle Cn '^ d^t sistema (12) ci di le relaziooi: 

Quindi \2l W h una funzione qualuoque delle iu, ^ conienute 
nella forma canonica (2 h\ e nel caso nz=:x = 2/— i h una fun- 
zione arbitraria delle x. Se poniamo poi dapprima W^o, avremo 
T ^ o, e le (12) ammettono in — x sistemi di soluzioni (7). Se 
la fF airinconcro designa una funzione delle tt, ^ non identica- 
mente ouUa» e con: 

07) C., ... C, T 

denotiamo una soluzione particolare qualunque delle (12), la piii 
generale trasfimnazione che lascia invariata la (i), h: 

Xf^Zf + f,XJ+ ... +p^X^f, 



09t si pone Zf^^X^f ^ , e le p^ sono arbitrarie, 



(!) Nell*espressione dtlla Xf ottemiU d«l si^. V I v a a 1 1 k stato omesso 
{1 iattorc i:(C7. 



AoLU nA^FotMA2ioin iiiinMrnMlis, oib la^oAno, Etc. t$4 
D*akrt ptfCe, imiodMeado le nvom vtriabili miipcudeMi 

V'O^ S| I • • • Hi > '^i • • • • *i-« 9 'li I *i*f| t • • • *•• 

C^uindi in virt& del suddetto camUamento ddle variabiU, po- 
ammettere che si abbia : 






XJ^j-—. (/«!» ... «l — X) 

Cr JLjj 



Ora, la pi& generale trasfbrmazione delle variabili iq, C> lasciante 
'^^^^»ata rcspressione (2^), h una trasformazione di contatco delle 
. doi ha la forma: 



C« S*> [Wf] - wr^ 



SI pooe: 



^ssendo una funzione qualunque delle us, I. Si ha per6: 

P^^^siamo dunque scegliere la soluzione (17) di maniera che la 

introducendovi le nuove variabili (18), prenda la forma (19). 

X^acciamo notare come nel caso n = x=:2/ — i, presa per 

^^^ una funzione arbitraria delle x, la soluzione (17) delle (la) 

^ S^erfettamente determinata^ e 1^ Z/^ dopo U trasferm^i^ppc dcllff 




I . .ft I ,. * i 
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variaUli, prenda la forma (19), il che, del resto, risulta facilmente 
anche dalle ricerche di L. Nat an i (*). 

Perchi la trasformazione Xf^ nel caso x = 2/ — i, lasci inva- 
riata respressiane A, i oecessario e suf&ciente, che la W sia fun- 
zione delle sole i^^Kn • • • ^i_i Cj.i ; infatti, ponendo t ^ o nelle 
(la), reliminazione delle ^^ conduce alle relazioni: 

X^JFzizo, X,IV=o, ... X^JF=o. 

Mofuco di Baviera, 3 febbrajo 1898. 

E. VON Wbbbk. 



1 -i ■ -■• - - ' - - ^ — - ^ -^^ 



(*) Jounul ftr Matfaematik, B<L {8. 



H5 
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lifltm £ L«i|i L% ■•it«#-April^ 



i)«iC 



PaldiDo, DcIl'aDoo scolasdco ltf6-^^^ 3 (xcC Gtacci4 eifiOM k 
fwrmrione ddla cam gobbi Jacobiaoa di uni rtte scoenile di s«k 
petfide, occopiDdoa iaddcmalnKDie di niJi cecta $i:ipct^de4uo|s> 
che famtt U bsse della presente NcC3u Essendo bttnlD qoelU ttle 
costmzioDe tutton iDedha, mi pregio ripoctoria brevemtnlt ($ I) 
per magi^ore inrrlligmn di qnello che segue« 

SI. 

Co&iruHane deOa etirra gotlba JacfMmkn <K mmm r«#0 

di Miperficte. 



I. Si coDsideri nello spazio una rete di superfide d^oidine ft : 

[F|s[F, F, FT 

(dove F, P, F'' sono tre superfide della rete lineanneote indipeo-^ 
denti). 



M 
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La superlicie F, prcsa insicme ad una supcrficie qualsiasi F* del 
fascio (F'F"), iniiividua un fascio, {FF*), contenuto Delia rete [F\. 

Facendo variare F* nel fascio (f F"), tutli i fasci analoghi ad 
(FF*) esauriraDDO i fasci della rete [FJ in dascuno dei quali i coo- 
icDuta la superfide F. 

Cib premcsso, assumiamo ad arbitrio, nello spazio, un punto P. 
Per ogni fascio (FF*) si costruisca la relativa supcrficie ipp (*). 

Variando F* ncl fascio (F'F"), le superficie ipp relative ai sin- 
goli fasci (FF*) formeranno un sistema oo' di superficie, die itidi- 
cher6 con (ff). 

Si dimosira facilmenle che quest'uUioio ststema costituisce im 
fascio. £pper6 : 

Data una rete di superficie d'ordine n 

[F1 = [F, F, f"l 

(dove F, F', F" sono tre tuperjicie delta reft, linearmente indipert' 
denti), se si indica con F* la superficie gtnerica del fascio (F'F"), e 
con P un punto fissalo ad arbitrio nello spazio, le superficie y^ rela- 
tive at singoli fasci (FF*) costituiseone, alia lor voUa, un fascio (i^p) 
deU'fifdine tn — i. 

». Una supcrficie fp reluiva a un fascio (FF*) sega la super- 
fide F: 1° nella curva d'ordJoe n', B*, base del fascio (FF'y^ 
a° in una curva dell'ordine (a t» — i)n — n' = n(n — i) che io- 
dichcr^ COD Cp, e che 6 la curva dl conutto del cono di Venice 
P circoscritto ad F. Coosegucntemente, la base del fascio (^p) sari 
costituita dalla curva gobba Cp e da una curva residuale, r, , 
d'ordine 

(m — i)' ~ b(m — i) = 3«(« — i) + I, 

la quale aon giace sulla superfide F^ ma possa pel puoto P. 

AnalogamcDte, assumendo dcIIo spazio (ad arbitrio) due altrt 



(*) Vedi Guccia: ■ Ttwta delU superfide fj> < dttle curve gobbe Jg rtt^ 
a un fastio tU tuperfieii, t im appUca^ioni ■. (Carte lilografaie del 189JJ, 
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Ipunti Q ed R, e indicando rispettlvamentc coa Cq c Tq, C^ e Tj, 
le cun'c aoaloghe a Cp s Tp si ottengooo due ahn fasci d'ordine 
3« — 'I, (fpg), (95), le cui superticie gencrichc segaao F, rispetii- 
vamente, secoado le curve B* c Cq, B' e C^, e le cui due curve 
I bati si scindono, rispettivaraente, nelle curve Cg e Pg , Cj, c F^. 

^^H Ci6 posto, facendo variare ia superficie F* ne! fascio (F' F") 

^^H ed assumcndo come corrispondenn trc supcrlicie fp, fQ, f,, rela- 
^^H uve a un medesimo fascio {FF*}, si onerranno tre fasci proiettivi 
(?p)> (9q)' C?i()' dell'ordine 2« — i, i quali genereranno una cena 

»curva gobba, che otterremo ncl modo seguente : 
I fasci proiettivi (ipp) e (93) gencrano una superficie deU'or- 
dine 2 (an — l), la quale si sciude nella superlicie F (perchft, 
come abbiamo osservato piCi sopra, due superBcie corrispondenti fp 
e fn hanno seuipre in comune una curva B* giaceaie su F), ed in 
una supcrlicie rcsiduale 3.pQ dell'ordine a (an — l) — 11^311 — 2, 
la quale conticne le curve Tp e Fg. Analogamcnte, i fasci proiettivi 
(.fr) <^ (?r) generano una superiicie deU'ordine 2(2 n — i) la quale 
si scJnde nella superficie F cd in una superlicie residuale S,pg del- 
Tordiiie 3 « — 2, la quale coniieoe le curve Pp e P^. 

Ora, le supcrficic E^ e Sp^, , le quali contengono entramte la 
curva gobba r^, si segheranno ulteriornii;nlc secondo una curva 
gobba deU'ordine 

0«-2)'-[3«(l.-0+ !]=}(«- 0(2 «- I). 

che i il luogo di un punto comune a tre superlicie corrispondenti 
dei fasci proiettivi (^p), (f^,), (9^). Ma qui si osservi che di que- 
st'uhima curva fa parte la curva Jacobiana della rete di curve plane 
traccia della rete [F] sul piano PQR. Ci6 che rimane i dun>^ue 
una curva gobba dell'ordine 

3(»-0(2"-0-j('>-') = 6("-0'. 

/((.-i)|> ""* punto qualunque della quale, d, i tale che in esso sono 
riunitc due iiitersczioni di una superlicie del fascio generico (_FF*) 
coa ciascuna delle rette dP, d Q, dR, ziak t doppio per detta su- 
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perficie. La curva Z^..,)* i dunque il luogo dei puoti doppi delle 
superficie della rete data [F]. Epper6 : 

Teorema. — Data una rete di superficie d'ordiue n, il luogo dei 
punti doppi della rete, ossia il luogo d'un punto in cui due, epperb 
infinite, superficie della rete si toccano, I una curva gobba idVordine 
6(n— i)\ 

Alia precedente costruzioae il prof. G a c c i a ha dato anche la 
scguente altrft fonna (n' 3, 4 e 5): 

3. G)nsideriamo, nello spazio, la solita rete di superficie d'ordine 
n, [F]. Indichiamo con (b) il gruppo degli n' puoti base di [F]. 
G)nsideriamo le curve B^ d'ordine n', basi dei fasci di superficie 
cootenuti in [FJ. La rete [F] contiene 00* fiisci (F), epper6 oo* curve 
B. Poich& per una curva nello spazio il passare per un punto dato 
sono due condizioni, ne segue che per un punto dato ad arbitrio 

• 

nello spazio passa un numero finito di curve B. Ora questo nomero 
i uno, perch& per un punto dello spazio passano infinite superficie 
di [F], le quali formano un fascio, epper6 passa una, ed una sola, 
curva B. Inoltre egli h evidente che tutte le curve B di [F] pas- 
sano per ciascuno degli n' punti (b). Talch& : 

Data nello spa:^io una rete [F] di superficie d* or dine n, le curve 
gobbe B d'ordine n*, basi dei fasci di superficie contenuti in [F], co- 
stituiscono un sistema lineare 00', [E], tale che per un punto dato ad 
arbitrio nello spOT^io, passa una ed una sola curva del sistema. 

n sistema [B] possiede n' punti base (b) che sono i punti base 
della rete data [F]. 

4. Dato nello spazio un punto P, qual'i il luogo dp dei punti 
di contatto delle tangenti condotte da P alle curve del sistema [B]} 

Poichi pel punto P passa una, ed una sola, curva B, ne s^ue 
che la curva gobba Qp passa per P. 

Si conduca per P un piano tt. La traccia della rete [F] in x 
sari una rete di curve [C] dell'ordine n. 

Sia 7 la rclativa Jacobiana (curva d'ordine 3 n — 3). 

Un punto qualunque, /, di / gode della proprieti che le curve 
di [C] passanti per / (le quali foripano un fascio) hanno tutte in/ 
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una medesima tangente /. Quanti punti / vi soao sulla curva /, tali 
che la relativa tangente / passa pel punto P? 

Per determinare questo numero di punti basta assumere ad ar- 
bitrio nella rete [C] un fascio (C). 

II luogo 0p relativo a (C) passa pei 3 (if — i)' punti doppi di 
(C) i quali si trovano sulla curva /. 

Le residuali (2 11 — i) (3 « — 3) — 3 (^ — 0* = 3 ^(^ — ') 
intersezioni di 0p e / sono i punti cercati. Oltre P sono questi i 
punti della curva gobba Op che si trovano nel piano ip. 

Da ci6 si conclude che la curva Op i dell'ordine 

311(11 — i) + I. 

Epper6 : 

Teorema. — Dati una rete di superfine [F\ d'ordine n ed un 
punto P, it luogo dei punti di contatto delle tangenti condotte da P 
alh curve delta rete [B], d'ordine it*, relativa ad [F], i una curva 
gobba, Qp » detVordine 3 ii (« — i) -f i, /a quale passa pet punto P. 
(La curva Qp coincide con la curva Tp considerata nel n® 2). 

^. Data nello spazio una retta £, qual'i il luogo, Sj^, dei punti 
di contatto di piani passant! per E e tangenii a superficie della rete 
data fF]? 

Poichi per un punto qualunque, p^ della retta £*, passa una, 
ed una sola, superficie di \F\ tangente in p alia retta £, ne segue 
che questa retta h per intero contenuta dalla superficie S^. 

Si conduca per E un piano w. La Jacobiana / della rete di 
curve [C] (traccia di [P] su w) tnsieme alia retta E costituiscono 
la traccia sul piano w della superficie S^. Ne segue che i + 3(11 — i) 
=^if — 2 h Tordine della superficie Z^ (che 4 la superficie Sji^ con- 
siderata nel n** 2). Si ha ancora che la superficie 3j^ passa per cia- 
scuno deeli n' punti b. InFatti, st b h uno di questi punti il piano 
Eb sega la rete [F] secondo una rete di curve dotata in h d'un 
punto base semplice. Ora vi h una curva in questj^ rete che ha un 
punto doppio in & e questa curva h la traccia in Eb di una super- 
ficie di \F] tangente in b al piano Eb. D'onde si conclude che b 
h un punto del luogo S^. Riassumendo : 

t^$nl, Circ M^itm,, t. Xn^ part^ i%— 5tampa|o il i^ aprile 18^ 19 
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TKNnu.*-DM' wdh spt^po mm rat di smpetfkk [F\ d^^rdim 
Mf id mm rrtia E, il hmgo dd fmmti di cmumi^ dri pmm c^mhiH 
p$r E € kmgmH Mt smpirfick di [F] k mm sn^irfcU X^^ deU'^dine 
3 « — 3, la qmaU comtiem la mm E 4 pmsa pet gli n' fmdi ham 
ddla r^ [P\. 

Si assomano ad arbitrio due recte £> E^ gitceori in m o^edd-^ 
mno piaoo £f • Sia P il loio ponco d'iocoofco. Le raptrfidd B^, 
B£#9 emrambe deU'ordine 3 « — i, banno in comuiiet i** la curra 
gobba Op (n® 4); a* la curva piaoa J\ Jaoobitiia ddla rect di conre 
[C]» tracda, wA piano £J?, delU rece [F]. Qucacc doe soperfide 
d segheraoDo duoqae, ulteriormeDte, secoodo una cunra gobba del- 
Tordme 

(l«-ay-(3»(ii- I) + i]-3(ii- «) = «(«- in 

no puato qualuoque della quale) m, gode delta proprieti die ogni 
retta uscente da esso e giacente Del piauo mE^ ovvero nel faano 
mE\ ha due interseaiooi riunite in m coo una superficie della rete 
dau [F]. 

Questa curva & dunque la Jacobiana della rete [F]. 

§11. 

Modo di comportarsl ddla superficie &£ in un punto 

base della rete [f]. 

6. Ci6 premesso, la superficie 3^ di cui sopra i menzione e la 
rete [F] originaria, formeranno le basi della presente Nota. Nelle 
ricerche che seguono circa il modo di comportarsi della superficie 
Sj; in un punto base della rete [F]» mi sono avvalso del doppio 
metodo sintetico-analitico. AU'uopo, assumendoi per ma^ore sem- 
pliciti, quale retta £, lo spigolo x, = x, = del tetraedro di rife- 
rimento> indicando con 

\F+VF + r'F' = o 

Tequazione della rete [f j, e con F^ , f ^ , F^' le derivate di F, F% 
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J°^ fispctH^ ftd Jr, o con F^y FJ , FJ*- !e deriTate dette medeshne rf- 
spetto ad x^ , si ricava Tequazione della superficie S^ nella fenna 



SjJ ss 



F F F^ 

F F F" 

^y ^> ^i 

F F' F" 

*4 * 4 *4 



= 0. 



1^ 



c 




7* Supponiamo che la rete data [/] dt superfide algelnricfae del- 
n possegga, in un punto O dello spazio, un punto base 
0, e contenga un fascio, (jP), dotato io O di un punto base 
plo; ci sia, finalmente, una superficie, F\ contenuta in que- 
xilnmo fasdo, la quale abbia, in O, un punto (r'^yplo. Investi- 
amo allora come si comporta la superficie Sjr, relativa alia rett 
^ [F, Ft F'] e corrispondenie^ a una reita E : 
«) passante per tl punto O, 
^) son passame per il punto O, 
oiscuno dei seguenti 4 casi : 



01^ 



a 
e 



o<r<i^<r'' 
Q<r = f'<f" 
o<f <r' = r'* 

0<f = f' = f'' 

Qiso (tf, a). 

ScegUeodo sulla retta E un panto P diverso da O, supposto 
Tete [F] come individuata dalle tre superficie F, F\ F" linear- 
e indipendenti, assumiama la superficie F insieme alia supei^ 
generica, F*, del fascio (F' F"); formiamoci poscia il fascio 
'). Variando F* nel fascio i^F' F")^ avrcmo un nuuiero 00' di 
(JPF*)^ e, per conseguenza, le superfide 90 ^ 9j» dell'otdiiu. 
- I, luc^bi dei punti di contatto delLe tangeatl condotto daO 
nspenUaoiratc alle supectiok ^ fi»d« geaeiico {FF^y^ gene* 



• 
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alb lor ^dtty dac had di sapeificic (fp% (f o), dell'or- 
diae as — i (*> 

U fincio geaedGO (FF^ iodmdoatD da doe supcAde, F, F*, 
STCfld oi Oy lisp c tti famcntc, no pooto (r)-pio cd (r')-ldo (r^^ r), 
lia Ml O QQ pmco bjse (r)-pk> a oooo cas^eote fisso, e cootiene 
uoa sapcrdcic, F^, douta io U di no puoto (r')-pio. In particolarc, 
U £»cio (JFF^) lia io O no puoto base (rj-plo, a cooo tangente 
tsUp e coodcoe una supet&de^ F^, docata in O di on punto 
(r->plo(r->r). 

Q6 posiD, si cxova die (^: 

1* Le siyeincie f^, f3» r^eiazkve al bssido generioo {FF*) e al 
fttcio (FF^'}^ e c o rrisp o n Acnti alio aesso pamo O, hanno in 0» 
nveitinnience, on panto (r + Of^ (f + O'P'^ 

2* Le siyerfide f^, fj, reiatiTe ai mmTJonari fasd e com- 
spondend al piutto P, hanno in O, npecdvamente, un panto 
(r + f^~ i>plo, if + r"- i>pio. 

Assomeodo ora, come conispondenti doe sopeificie f^, fQ, 
relative a uoo stesso hscio {FF^), o tt eucmu due iasd proietiivi^ 
(t/)* (to) doiaii in (J, rispcttivamente, di un punto base (f+r' — i)-plo 
cd (r -f ^ yp^o e conteoenti due superfide f J, f^\ coiri^KMidemi^ 
dotate in O di uo puoto multiplo del grado (r -f- r'' — i), (r + r"), 
ri^>ettivameDte. 

Cooduceodo allora una trasveisale aibitraiia per il punto O e 
applicando, a quesu retu, ii lemma del Cremona sulle involu- 
ziooi prcMettive, si trova che la superfide F.S^, generau dai due 
fasd proiettivi (^ *,), (^o) (ncordando il n* a della presente Nou), 
ha in O un punto multiplo dd grado 

(f + f^-i)+(r + + (^'-0 = ^^ + '^ + '^'-J 
e^ Gooseguentemente^ la supeifide 3^ , rdativa alia rete [F] e cor- 



O P^ I^ propneti deile saperfkie f ^ vedi G a c c i a : « TmrU ddU xs- 
fmfikU f p # idU cunm fokht Ae rwUiivi a tm J^sdo H smferJUie^ § smt ^Ucm^ 
» (Carte litogn£ue del 1895). 
O C£c Gnccia: « r«0ria it^ svfirJUu f/» eoc »; Teortmi IV e VI. 
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rispondente alia retta E, ha in uo punto multiplo del grado 
(2 f + f ' + f" — i) — f = r + f' + f " — I. 

Traduceodo algebricameote le cose dette, facendo uso della 
equazioDe deUa superficie S^, si ricaver^ agevolmente requazione 
del suo cono tangente in O, e si potr^ enunciate il 

Teorema L — Data una reie di superficie F, avente in un 
punto base {ryplo, contenente un fascio (^F'), dotato in di un punto 
base (j'yplo, il quale fascio contcnga una superficie F" con in un 
punto {r^yplo, nell'ipotesi in cui sia o •< r •< r' < r" : 

la superficie S^ relativa alia rete [F] e corrispondente a una retta 
E passante per 0, ba in un punto {r + r' + r" — iyplo. 

Caso {a^ ^). 

In questo caso, indicando con P, Q due punti della retta £, 
si sa che le superficie fp, f^ relative al fascio generico {FF*) e 
corrispondenti ai punti P t Q^ hanno enirambe un punto {r'\'r' — i)-plo 
in 0; si trova, medesimameute, che le superficie fp, f2> relative 
al fascio {FF") e corrispondenti agli stessi punti P t Q hanno en- 
trambe un punto (r + r " — i)l>lo in (*). 

Applicando, allora, il Lemma del Cremona sulle involuzioni 
proiettive a una trasversale condotta ad arbitrio per il punto O, si 
trova che il luogo 

possiede in un punto multiplo del grado 

a (f + f ' — i) + (f '' — r') = 2 f + f ' + f '^ — a 

e, conseguentemente, la superficie S^ ha in un punto multiplo 
del grado 

(2 f + f ' + f" — 2) — r = r + f ' + r'' — 2. 

— — ■ - --■-_..-.- ^ — . — .^ 

O Cfr. G tt c c i a, loco citato, Teorema VL 
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vede cbe Tequazione del cono tangente in alia siqierfide S^ha 
una facile interpretazione geometrica, Potremo, rias sund f a mentc, 
enuDciare il 

Tborema II. — Daia una reU di smpmrjkU [F], fa fmd^ pmsUde 
un pmUo bas0 (ryplo Q, e wn^Une un faucio (P) ioHito in O i'mm 
punio bate di gtdd^ f'O f)» il qnaU coniimu mmk snp$ffieie F^i^ 
tota in di mm punio nmlHph di grado f'^(> ry, s$ em K, P, 
K'* indicbiamo i tre coni, degli ordini r , f% r^, tangenii in O tflfa 
tre superficie F, P, F" che individuana fa rMe [F]i Mora: 

I ® La super Jicie S^ nlativa alia reH \F] e carrispondinte a una 
retia £, nan passanU per 0, ha in un punto muliiplo del grado 
f + r' + f" — a; 

2^ 11 cono tangente in alia detta superficie h dato dal cono 
Jacobiano della rete di coni [K], delVordine r'\ indimduaia : 

a) dal cono K insiemc al piano EO cotUato r'* — r volHf 
P) dal cono K' insieme al piano E O contah f'- — r^ volte; 
^) dal cono K'\ 
e cii quando da esso cono Jacobiano, dolVordino 5 (r -' -r- iy si staccki 
il piano E O contato %f'' — r' — r — i volu. 

CoQ procedimenti affatto analoghi troveremo, per i rimasettti 

easi (*, aX (*, PX (c, a), (c, W» (^» «)• (^t ^)i i w«»t»H «™- 
eiati nei Toorcmi cb« seguooo r 
Tborbma UL — Data una rete 

[F\^[F,F,P% 

la quale possiede in O un puftto bau (ryplo, i cm coni tamgemH alh 
singole superficie costituiscono un fascio (K) (individuato dai due coni 
K, K' tangenti in O alle superficie f , P), e contiene una, superficie, 
F'\ dotata in di un punto muUiplo del grado r"(]> r): 

I® La superficie Z^, corrispondente a una retta E passanU pet^ 
0, i dotata in O di un punto multiplo del grado 2 r + r" '-^ i; 
2"* // cono tangente in alia detta superficie, si scinde: 
a) nel cono if" tangente in alia superficie F^'\ 
P) ml luogo delle generatrici di contaito dei piani condotti per E 
e tangenti a coni del fascio {K)^ 
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Tkorema IV.— WW/* if>rtesi del TiOrema precedente, supposto cbt 
U Tltla E noH fassi per O : 

i" La supiTJkit S^ i dotata in O di Unpunto muUipId dtl grado 

i2{r~ O + r"; 
^^ n sua cono tangtnte in nan i altro cbt il cono Jacobiano, 
idVordint j (r" — i), dtUa rttt di eoni indivtduata : dal cono K" 
iKxtme al fascto {K), a ogni superficit dil quale si aggiunga H piano 
OE eonlato r" -^ r volte, purch'e da qutsto cono Jacobianp ti itacchi 
il fimm OE eontOto a (r" — r) — I voitf. 
TsotEMA V. — Data una rtte 

IF] = [F, F, F"], 

dotata di un pvnto base (t)-plo a eono tan^entt fisso, la quale eonlitnt 
i» fascia, (F' F"), dotalo in O di un punto base (r'yplo, di cui i coni 
t^ngtnti aUe singole supirjicie cosliiaiscono un fascio (K'), dell'or- 
dine r' : 

1° La superficit Eg, cotrispondentt a una rttia E passante per 
^_ O, postitdt in un punto mulliplo del grado 2 f ' + r — i ; 
^H 3° H cOno tangtnte in O alia superfieie Z,, si sptji^a : 

^B ec) Nil cono K, tangtnte in alia superfieie F; 

^F' P) Nel luogo delle generatrici di contatto dei piani condoiti per 

H '^ e tangtnti a coni del fascio (K'). 

^K TEOREyA Vl.—Nelle ipottsi del Teorlma precedente: 

^H 1° La superfieie S^ corrispondente a una retta E non passante per 

^H^^> i doiata in di un punto multiplo del grado 2 (r' — i) + ''i 
2° // sua cono, ivi langente, non i altro cbe il cono Jacobtano, 
***ordine j fr — i), della rete di coni individuala dal cono K insttme 
**' fascio (K'), a ogni superfieie del quale si aggiunga il piano OE 
^<"'fato r' — T voltf, purche da qutsto cono Jacohiano si slacchi il piano 
*-' -£ contato 2 (r' — r) -^ i volte. 

Teorema VII. — Data una rete 



<^perfifie, la quale possiedt 



[F, f, F"] 
m punto base (ryplo 0: 
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Se il cono tangenfe in alia superficie generica, genera una rete 
di cant, in tal caso la superficie S^ , corrispondente a una retta E pas- 
sante per O, h dotata in di un punto multiplo del grade 3 r . 

Teokbiu Will.— Data una rete 

di Superficie, la quale possiede un punto base (ryplo : 

Se il cono tangente in O alia superficie generica genera una rete 

[K] di coni, in tal caso la superficie S^, corrispondente a una retta 

E nan passante per O, h dotata in O di un punto multiplo del grade 

3f — a. 

H sua cono tangente in O h un luogo composto dal piano EO e 

dal cono Jacobiano, dell'ordine 3 (r — i)» della rete [K]. 

8. In ultimo, ricordando che Tulteriore intersezione della su- 
perficie S^ con un piano n passante per la retta f i la curva Jaco- 
biana della rete di curve [C], traccia di [F] sul piano n (come fb 
visto nel n® 5), potremmo, operando opportunamente, ritrovare il 
modo di comportarsi di essa Jacobiana nel punto singolare O. 

§111. 
Rete di superficie S^ delVordine 3 n — 2. 

9. Assumiamo, nello spazio, la solita rete di superficie deU'or- 
dine it, [F], e una stella di raggi di centro P, che indichiamo 
con \E]. 

Per ogni raggio F*, generico, del sistema [E] costruianio la su- 
perficie S;,., luogo dei punti di contatto dei piani passanti per £* 
e tangenti a superficie della rete [F]. Ricordiamo che il luogo S,^ 
h una superficie deirordinc j fi — 2, la quale contiene la retta £* 
e passa per gli n' punti base (b) della rete [F]. 

Variando E* nella stella di raggi [£], le superficie S^, corn- 
spondenti agli 00' raggi £, costituiranno un sistema 00* di superficie, 
che indicher6 con [H], 

£ facile vedere che questo sistema costituisce una rete. 
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Assumtamo, infatii, nello spazio, due pund ache congiutigia- 
moli con P : nclU retc [F] vi i una, e una sola, superSde, F, , 
tangeme in a alia retta Pa, e una, e uua sola, superGcie, F^, tao- 
gemeia b alia relta Pb. 

£ chiaro, poi, che fra i piani passaoti per )a rena Pa e tan- 
Kcnti alia superficie F^ , ve ne sar^ uno, ed un solo, il quale tocca 
in a la superficie F, ; analogamente, fra i piani passanti per la rett» 
Pb e tansenti alia superficie Fj , ve ne sari uno, ed un solo, che 
TOCCa in b delta superficie; rintersezione di quest! due piani sari un 
raggio della stella [E], e la superficie Sg, che ad esso corrisponde, 
sari I'lanica superficie del sistema [S], la quale passi per a e per b, 

Dlinque : 

Le ea' superficie S^ , associale agU «' raggi dt una stella di 
ctniro P e relative a una medesima rete [F], cosliluircono, nelJo spa^io, 
una Tttt [S], dell'ordine j n — 2. 
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10. Supposto che la retc [F] sia aSatto geocrale, indicando con 
(b) tl eruppo dei suoi n' punt! ba^e scmplici, e con [B] la congruenza 
razionalc costituita dalle curve gobt-e, d'ordine «', basi del fasci di 
superficie contenuli in fF], h facile mostrare che la rete [E], rela- 
tica alia rete [F], possiede come curva base semplice la curva Op , 
deH'ordine ^ n(n — i) 4- i fpassante per P), luogo dei punt! i\ 
contatto delle tangent! condoite da P alle cur^e del sistema [B\. 

E infatti, data la rete \F]^\F. F, F"] e la stella di raeei 
fF]; assumendo la superficie F insieme alia superficie generica, F*. 
del fascio (F', F"); considerando pli oc' fasci fFF*); assumendo il 
raggio £• generico della stella, c due punti, P, Q, so di eiso : 
si ottengono, come i noto. dietro quanto fu detio nel n" 2, doe 
fasci (fp"), C^jj), proienivi. La superficie Z^. da essi generata, con- 
tcrri le due curve Op , Qq . lut^hi dei ponri di contano delle 
tangent! condotte da P e da Q, rispettivamente, alle curve dd si- 
stema [B]. 

Ci6 posto. potendo not, come ptrato P su ciascoo raggio £• del 
sistema \E]. sssumere sempre il centro P della stella, sepoe che: 
la curva Up , fitsa, nppartnr'a a tulte le tuPtrficie Sjr. , Mtia farh 
parte dttla bate della rete \%\. c. T. p. 

JtnO, Cire. MaUm., t Xlt, pone i*.— Sanp>to H a apnlc tS^ iff 
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Inohre : La rtte [S], conlienr, comt curva bast, la /j/^,)! , 
Jacobiana dtlla rtte [F\. 

Infatti : 

Sia d un punto di lale Jacobiana. Per definizionc, ci sari nella 
rete [F] una certa superficie, F**, Jotata in d di punto doppio. 

Considcrando la rcte \F\ come individuata dalle trc superficie 
F, f , F", supponiamo che !a superficie F non passi per d. 

Ci6 posto, dicendo, al solito, F* la superficie Rencrica del fascio 
(F'F"); considerando e}i ce' fasci (FF*); assumendo un rag^io E 
(Jella Stella e due punti P. Q su di esso; Le varic suptrficU 9^, ip^ 
relative agU co' fasci (FF*) von pastano, in grnerale, per d (*). 

Le due superfine (bJ,', ^q relative al medtsimo fascia (FF^) pas- 
sano tniramht sempHcemente per d. Conscguentemente, it luogo gene- 
rato dai due fasci proiettrvi fipp), f^g) ottenutl, passa semplicemente 
per d. E poichi da esso si siacca la superficie F, non passante per 
d (ricordando il n" 2), si conclude che il luogo residuale, il quale 
non k altro che la superficie 3^, ha un punto semplice in d. 

Ora, essendo d un punto qualsiasi dclla /«^o> , si pu6 asse- 
rirc che tutta questa curva giace sulla Eg, 

E poichi lo stesso ragionamenfo pu6 ripetcrsi per qualunque 
altro raggio E dclla Stella e quindi per qualunque altra superficie E^ 
del nostro sislema, concluderemo che la curva Uu-if ^^ pjrte della 
base della rete [E], c. v. d. 

Due superficie qualunque della rete [S], corrispondenti a due 
raggi E, E' s'inconireranno, dunque, ulieriormente, secondo una 
curva dcU'ordine 1 



0" 



'2)'-[^n(n-i)+ i]-6(ii-iy=j(«-i). 



la quale non i altro che la Jacobiana della rete di curve [C], traccia 
della rete [F] sul piano EE' (per il n° 5), o, che fa lo stesso, luogo 
dei punti di contano del piano E E' con superficie della rete [F]. 



tl. Ci6 posto, se un raggio, E, delta stclta genera un piai 



in. 



(*) Cfr. Gsccia: ■ Teoria dtUt tuperficie <^p, < 
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la superficie S^ corrispondente genererll un sistema oo' di superficie, 
(B), it quale, evidentemente, costituirii un fascio. La base di questo 
fascto t costituita: 

I** dalla curva Op; 

a" dalla curva /6(_,)« ; 

3* dalla curva /,(».,)», Jacobiana della rete [C] traccia di [p] 
sol piano II. 

E reciprocamente, quando una superficie S^ della rete [3] ge- 
nera un fascio (S), la retra £, corrispondente, descrive un piano n, 
in cui giace la curva /,(,_,) , Jacobiana della rete di curve [C], trac- 
cia della rete [F] sul piano n. 

Riassumendoy concludiamo che : 

Data, nello spa:(io, una rete, [F], di superficie delVordine if, t 
mna Stella di raggi col centra in un punto P; fra le rette E della Stella 
€ le superficie Sjr, ad esse associate, interviene la seguente carrispanr- 
dens^a: 

i^ A una retta E corrisponde una, ed una sola, superficie B^, 
^be contiene la retta E^ e ad una superficie S^ corrisponde una, ed una 
jola, retta E; 

2* Quando una retta E descrive un fascio di raggi, la superficie 
S^ corrispondente genera un fascio, (S^), di cui una parte della curva 
tfase, ciol la /,(^,) » giace sul piano fl; e, reciprocamente : 

tutte le oo' superficie della rete [3], passanti per un punto, costi- 
^uiscono un fascio (3), di cui una parte della curva base (la curva 
-/i(»-i)) i^^^ ^"' piano n, luogo delle rette E corrispondenti alle super" 
j^ie del fascio (3). 

In conclusione, conducendo un piano n per il punto P, le su- 
perficie 3 corrispondenti alle rette del fascio avente per sostegni II, 
^ secano il piano n secondo un fascio di rette associate a una curva 

Richiamandoy infide, il Teorema VII, e applicandolo al caso di 
rz=z I, si vede che una superticie 3^, corrispondente a una retta 
passante per un punto base semplice, b^ della rete [F] ha ivi un 
punto triplo. Ora i punti (6) sono al numero di n' : tante sono, 
quindi, le superficie della rete [3] aventi un punto triplo in uno dei 
pooti base della rete [PJ. 
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Siv. 

Costrtudane deUa curva gobba Jacobiana della rete [S]. 

13. Analogamente a quanto fu visto nel $ i, a proposito della 
rete [F] generale, poichft la rete [3] contiene oo^ fasci (S), le curve 
ba$i di qaesti fasci, deU'ordine ($n — 2)\ costituiraono un sistema 
[Bf], doppiamente infinito e lineare. 

Nel caso attuale, la curva generica del sistema [B3], ossia la 
curva base di uno degli 00' fasci contenuti oella rete [S], h costi- 
tuita : 

I* Dalla curva fissa /6(».,)t , Jacobiana della rete [F]; 

a"* Dalla curva fissa 0,«(^,y,., , luogo dei punti dl contatto delle 
taogenti condotte da P alle curve del sktema lineare [B], costitiuto 
dalle curve basi, d'ordioe n\ degli 00* fasci contenud nella rete [Jp]; 

3** Da una curva /,(..i) > variabile, Jacobiana della rete di curve 
[C\ traccia di [F\ sul piano EE\ sostegno del Biscio dl raggi cor- 
rispondenti al fasdo di superficie (3) in considerazione. 

Dunque : 

II sistema [SJ possiede^ come curve basi, le curve Jum^i^ » 

13. Scegliendo^ adesso, un punto qualunque Af» nello spazio, 
passiame a determinare Tordine della curva gobba £t^^ luogo dei 
punti di contatto delle tangenti condotte da M alle curve del si- 
stema \B{\. 

AU'uopo, conduciamo per M un piano II qualsiasi : la traccia 
della rete [3] su n sarii una rete di curve \^\ dell'ordine 3 n — 2. 

Questa rete possiede 

6(11-1/ + [311(11-1)+ i] = 3(»-0(3»-2)+ I 

punti base, che sono i punti in cui il piano II sega le curve 
basi della rete [S], e ammette inoltre una Jacobiana dell'ordine 

SKS'^ — 2)— i]=9» — 9- 

Se y h un punto di questa Jacobiana, le 00' curve della rete [^] 

passanti per / costituiscono un fascio, (^), dell'ordine 3 n — 2, tale 
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che tutte le curve che lo compongooo hanno ivi la medesima tan-r 
gente /. [Questo fascio di curve sar^ traccia, sul pianp n, di un 
fascio (B) di superficie, corrispoodenti a un fascio di raggi avent« 
per sostegoo un piano n' passante per P]. 

I (3 If — ay punti base del fascio di curve (^) saranno : 

I* I 3 (n — i)($ n — 2) + I punti base della rete [I], gii 
menzionati; 

a* I 3 (if — i) punti secondo cui la retta intersezione dei piani 
n, n' incontra la /j^..,) contenuta nel piano n^ 

G6 posto, per trovare Tordine della curva gobba Q^ , ci basta 
conoscere il numero delle tangenti / passanti per il punto M. 

Costruiaroocij all'uopo, nel piano n, la curva 0j|, dell'ordine 
a (3 If — 2) — X =6if — 5, luogo dei punti di contatto delle tan- 
genti condotte da M alle curve del fascio (^). 

Questo fascio possiede 

punti doppi, per i quali passano semplicemente tanto la 0j|, quanto 
la J^m^i) 9 Jacobiana della rete di curve [$] (*). Inoltre la /,(»-,) 
passa con due rami per ciascuno dei 3 (if — i)(3if — 2)+ i punti 
base sempUci della rete (^), mentre la ^j^ passa con un ramo per 
ciascuno di questi stessi punti, considerati come punti base del £&- 
sdo (^). AUora, se dalle 

(6if — 5)(9n — 9) 

intersezioni della ^^ con la J^^^i^ togliamo le intersezioni riunite 
nci 2^ (if — i)* punti doppi del fascio (5) e nei 3(if — iX3» — 2) + i 
punti base della rete [Q, si ottengono: 

(6ifr-5)(9if — 9) — 27(»— i)* — 2[3(if — i)(3if — a) + i] 

= 3('»— i)(3» — 2) — 2 



O Cfr. G u c c i a : « Ricercbe sui sistsmi lituari di curve algebricbe, ecc » 
(Memoria II). Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t, IX, 189$. 
(**) Vedi G u c c i a : loco citato, pag. 29, case i) per r a !• 
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punti; e quest! sono, oltre Af, i puntt della curva gobba Q^ che si 
trovaao oel piano n. Da ci6 si conclude che la curva Q^ h del- 
Tordine 

[3 (« — 0(3 If — a) — 2] + I = 3 (« — 0(3 If — a) — I. 

14* E ora, assunta oello spazio una retta G, qualsiasi, costniia- 
mod la superficie luogo dei punti di contatto del piani condotti 
per G e tangenti a superficie della rete [3] : noi indicheremo questa 
superficie-luogo col simbolo 3g[3]. 

Essendo la traccia ulteriore di questa superficie, su on piano n 
passante per la retta G, costituita dalia /^..i) • Jacobiana della rete 
di curve [^], traccia di [&] su U, sari 

I +9(n— = 9« — 8 

Tordine della superficie ^^[S]. 

Questa superficie condene come curve doppie le curve Ju^tyM » 

^i<<i-i>4-i > ^^^ ^^^^^ ^^^^ [^]> ^^> complessivamente, indicheremo 
con B. 

Infatti, sia un punto della curva base, B^ della rete [B]. Se 
noi consideriamo il piano GO^ questo segheri la rete [3] secondo 
una rete [i] di curve, la quale avendo un punto base semplice in 
0, conterrii una curva, ^, dotata in di un punto doppio. 

Se diciamo S la superficie la cui traccia i la curva ^, due cast 
sono da esaminare : 

i"* O la superficie 3 h tangente in al piano GO', 

2^ O la stessa superficie h dotata in di punto doppio. 

Vedremo che il primo caso i da esdudersi, 

E invero se il piano GO fosse tangente in alia superficie S, 
esso conterrebbe le infinite tangenti in alia superficie, e quindi 
anche la tangente, /, in alia curva B, base della rete [3]. 

Assumendo un altro punto, 0\ sulla curva B, e ripetendo lo 
stesso ragionamento, il piano GO' conterrebbe la tangente, t\ in C 
alia curva B : le tangenti /, /', ... incontrerebbero tutte la retta G, 
e^ per conseguenza, la curva B giacerebbe tutta in un piano, il che 
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ooo fe vero, essendo essa composta dalle due curve gobbe /jj^,j» , 

Dunque, il punto geoerico O delta curva B 4 dopplo per una 
superficie, 3, della rete [S], 

Ml allora, applicando il Teor. IV del n" 7, per il caso di 
' f=:r'=t, r"^2, si trova chc la superficie S^ [^] ^* '" ^ *>" 

I punto doppio. 

Essendo un punto gencrico della curva base B della rete [3], 
coacludercmo che tanio la J^,_,y quamo la Q,,(^,j,., debbono esser 
contate come curve doppie della superBcie 3g[S]. c. V. D. 

Dunque : 

Assumtndo, nello spa^io, una rfle [F] di superficit t una sltVa 
[F] rfi rrtpei. col ctnlro in un punto P; costruendo la rete [Z] relativa 
alia rete [F] t corrispondinte alia Stella [E]\ td assutnendo una retla 
^uahiasi G : 

il tuoga S5 [a] earriipondenfe alia retla G e relativo alia rett [S] 
} una superfieie dell'ordine 9 n — 8, la quale conttent doppiamente It 
«n» V.,.. 0,.,„H.- 

IIJ. Assumendo due rctte G, G', ^incenti in un mcdesimo piano, 
Ic Af i il loro punto d'incontro, !e doe superficie 2q[2], aj;,[S], 
emrambe dell'ordine 9 n — 8, lianno in comunc : 
i' La curva gobba 0„, dell'ordine ^ (« — i)(j n — 2) — i; 
2° La curva piana J^(^,^ , Jacobiani della rete dl curve [S] 
Craccia, sul piano GG', della rete [S]; 
j" La Curva /s,,^,j. , Jacobiana della rete di superficie [F\, con- 
tata 4 volte; 
4° La curva U,^^,j+, , contata anch'essa 4 volte, 
Lungo queste due ultime curve, inoltre, le Sep], S^-f^]' '■* 
generale, non si toccano. 

Queste due superficie si seclieranno, dunque, ulteriormente, se- 
condo una curva gobba dell'ordine 

[ (9» — 8y-[iC«-i)(jn — 2)-i]— 9(«-0-24(«-»)' 
— [i 2 H (m — i) + 4] = 6 C»i — t ) (6 » — 7) — 2 . 

Questa curva, che denoteremo con S^, fi il luogo dei punti in 
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cui du6, q>per6 iofioite, superficie della rete [S] si toccano': se q 
i uno di questi punti, c*h uoa superficie &£• avente in q un punto 
doppio : tutte le infinite superficie della rete [S], passanti per 7, e 
formanti un fascio (B), hanno ivi lo stesso piano tangente II, il quale 
contiene le rette E corrispondenti alle superficie del fascio, e, ancora, 
la retta £*. 

Dunque : 

Se una retta E* della stella di raggi \E\ ba per corrispondente 
una superficie S^. , dotata di un punto doppio q, le superficie &g cor- 
rispondenti alle infinite rette E del fascio (£), aventi per sostegni il 
punto P e il piano E*q^ saranno tangenti in q al piano E^q. 

Reciprocamente : 

Se due, eppero infinite, superficie della rete [S] si toccMo in un 
punto, q, le rette E corrispondenti fomtano un fascio (S). giaeinte sul 
piano tangente comune in q. Fra le rette del fascio (S) ve ne sarh una, 
E^, la cut corrispondente superficie &£• avrh un punto doppio in q. 

j6. Se una superficie &g della rete [S] ha un ptinto doppio, q^ 
segandola con un piano n passante per il punto q e per la corrispon- 
dente retta E, la sua traccia residuale sari una curva /,/-,_,') , la 
quale avrj in q un punto doppio : la /,^,_,5 h la Jacobiana della rete 
di curve \C] iraccia di [F] sul piano 11. 

6 noto, intanto, che un punto q i doppio per la Jacobiana di 
una rete di curve soltanto in uno dei se^uenti 4 casi (*) : 

1° y i un punto base della rete, semplice, a tangente mobile, 
e nella rete vi h una curva con punto doppio in q\ 

2° q determina un fascio di curve, che tutte hanno ivi punto 
doppio, con almeno una tangente mobile; 

^° q determina un fascio di curve, che hanno ivi un punto 
semplice e la tangente comune, ad eccezione di una curva che ha 
in q un punto triplo, di cui le tre tangenti non coincidono tutte colla 
tangente comune alle altre curve del fascio; 

4° q determina un fascio di curve, che hanno ivi punto sem- 



(*) Cfr. G e r b a 1 d i : « StiJJe sin^olarith della Jacobiana di tre curve plane ». 
Rendiconti del Circolo Materaatico di Palermo, t VIII, 1894. 
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plice e la tangente comune, ad ecceziooe d'uoa curva per cui ; ft 
ciaspide, e ungeote cuspidale h la tangente comune alle altre curve 
dt^l fiisdo. 

17. Delle 4 ipotesi sopra menzionate, la prima va subito scar- 
^^ta, osservando che la rete di curve [C], traccia della rete [F] dt 
^Rsperficie sul piano II, ft aflfatto generate e, quindi, senza punti base. 

Circa alia seconda ipotesi si osservi che se q fosse punto base 
^^pio del fascio di curve, (C), da esso individuato, pensando alia 
^ete [f]» due casi^ci sarebbero da considerare: 

a) cbe q determinasse un fisiscio, (F), di superficie ivi ungenti 
^1 piano n; 

P) che q determinasse un fascio di superficie, (JP), douto in q 
4i un punto base doppio. 

Assumendo il caso a), ci sarebbe nel fascio (F) una superficie 
dotata in q di un punto doppio; q sarebbe quindi un punto della 
curva /^,.,)i , Jacobiana della rete [F]. 

Lo stesso si concluderebbe (benchft impropriamente) conside- 
rando it caso P). Ora, poichft la curva /^(•.i)i si ft di gift staccata, 
la 2* ipotesi resta eliminata. 

Prendiamo adesso in esame la terza : vedremo che anch*essa va 
esclusa come le due prime. Corrispondentemente ad essa, intanto, 
per ogni punto q di una curva gobba facente parte della 2jj (o coin- 
cidente con questa) ci dovrebbe essere nella rete [F] una superficie, 
F, dotata in q di un punto tale che il piano tangente ivi ad F pas- 
sasse per il centro P della Stella, e avesse inoltre, in y, un contatto 
di 2* ordine con la data superficie. £ noto d'altra parte che per una 
superficie algebrica, F, deirordine n, il possedere un punto q tale che 
il piano tangente alia superficie nel punto medesimo abbia ivi con 
F un contatto di 2* ordine, equivale a una condizione; quindi, in 
una rete generale di superficie d'ordine n, vi sarft un numero sem- 
plicemente infinito di tali punti. 

Se poi si vuole, come nel caso in esame, che il piano tangente 
in q passi per un punto dato P, vi sar& un'altra condizione da sod- 
disfare; d*onde si conclude che nella rete [F] vi sar& un numero 
finito di tali punti q. Anche la 3* ipotesi quindi rimane esclusa. 
HeiuL Qirc. KfaUm., t. XII* parte i%— Sumpato il j aprile 18^ a| 
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Dei quattro casi sopra citati, diinque^ resta da esaminare sola- 
meote il quarto* 

1 8. In corrispondenza a questo quarto caso, ci sarli. una super- 
ficie F, nella rcte [F], dotata in q di un punto parabolico, il cui 
piand tangeute fc un piano 11, passante per P. La retta osculatrice 
in 7 a tale superficie sarli anche tangente a tutte le superficie Fdel 
fascio individuato dal punto q^ 

19. Se per un raggio E della stella, facciamo passare un piano 
n^ tangente alia superficie &£ cdrrispondente, la traccia ulteriore di 
Bf su questo piano sarli una curva /,(«.,) la quale avr^, nel punto 
q di contatto della superficie col piano, un punto doppio. 

Ma allora, per il ragionamento fatto sopra, il punto q appar- 
icnk alia cur^a Z^. 

Dunque : 

Assumtndo, nello spOT^io, una rete \P] di superficie, e una Stella 
[£] di raggif col centra in un punto P, e costruendo la rete [S] relativa 
alia rete [F] e corrispondente alia stella [£], all or a: 

dipendentenunte a questa rete [B] si ottiene una curva Z^, alia 
quale sono da attribuirsi le seguenti definiT^ioni: 

i^ Jacobiana della rete [H]. 

2^ Luogo dei punti di contatto dei piani condotti per un raggio 
generico E della Stella \E\ e tangenti alia superficie S^ corrispondente. 

3*' Luogo di un punto q in cui una superficie della rete \F] h do^ 
tata di un punto parabolico tale cbe il piano tangente passi per il cen^ 
tro P della stella e la retta osculatrice in q a tale superficie sia anche 
tangente a tutte le superficie F passanti per q. 

Palermo, febbrajo 1898. 

L. Lo Monaco-Aprile. 
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SULLA RIDUZIONE DEGL'INTEGRALI ESTESI A VARIETA. 
Nota di Miohele de Franohis, in Palermo. 



Adoaaase del i} • 17 ourso 1898. 



Fra le diverse dimostrazioni dei noti teoremi sulle condiziooi 

■ 

necessarie e sufficiently affinchft grintegrali curviliaei di date fun- 
zioni, estesi a curve chiuse qualunque del piano o dello spazio, siano 
nulli, hanno singolare importanza quelle che si poggiano sulle for- 
mole di Riemann e di Stokes, le quali trasformano Tintegrale 
curvilineo rispettivamente in un integrale doppio o di superficie. E 
lo stesso dicasi per Tanalogo teorema sugrincegrali superficiali. 

La formola di Stokes h particolarmente interessante come 
quella che, mentre da un canto permette di ritrovare le condiziooi 
d'integrabilitJi sulle curve chiuse del nostro spazio, dalPaltro canto 
dk modo di trasformare effettivamente quegrintegrali di superficie, 
che dipendono solo dalla curva fronciera della superficie, in integral! 
estesi a tal frontiera. 

In questa Nota mi propongo di dare la formola per la trasfor- 
mazione di un integrale esteso ad una varietli /^^ , chiusa a p dimen- 
sion!, di 5. (^I>/^)> in un integrale esteso ad una variety ap + i 
dimensioni, che la ammetta come frontiera : cio^ mi propongo la com- 
pleta generalizzazione delle formole di Riemann e di Stokes. 
Delia formola che otterr6 due casi particolari erano gi& noti : (juellQ. 
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di n=zp+ j^ dovuto, per quanto mi costa, al Betti (^), e quello 
di p = I ed If qualunque (♦•). 

Mediante tal fonnola, si ritroveranno le cosidette •condi^ioni 
s d'integrabilita • gA date dal sig. Poincar6 (•**). 

Ma essa permetteri^ inoltre I'effettiva riduziooe di un integrate 
esteso a varietlk a p+i dimensioni ad un integrate esteso alia firon- 
tiera (a p dimensioni), qualora le funzioni che entrano sotto il segno 
idtegrale e£Fettivamente soddisfino alle condizioni dMntegrabilidk. 

I. Siano x^, x^^ . . . ^ x^ n variabili reali : un sistema di va- 
lori assegnati a tali variabili pu6 chiamarsi punio. Considerando tutti 
i possibili punti (x, , .r^ > • • • , x.), si ottiene, come si sa« lo spaao 
reale 5, ad n dimensioni, che verrli denotato anche col simbolo 
[^1 > ^a > • • • > ^J* Diremo curva cbiusa di 5. un insieme di punti 
di 5, che possa porsi in corrispondenza biunivoca e continua (senza 
eccezione) con I'insieme costituito dai punti di una curva piana 
cbiusa, ^ 

Sia F(jr, 9 x, > • • • > O ^^^ funzione continua delle variabili 
^1 > ^a > • • • > ^« definita per tutti i punti di [x, , x, , • . . , xj che 
soddisfanno alia diseguaglianza 

(I) (x.-«.y + (x.-«o*+ ... +(^.-«.y^«% 

essendo le a numeri reali dati qualunque ed R un numero dato ^o. 
Si suppone che esistano punti in cui sia F = o, e che, per tutti 
questi punti, sia 

(2) (X. - «.y + (x. - aj' + . . . + (X. - a J < R\ 

(*) Betti: Sopra gJi spa^i ad un numero qualunque di dimensioni (Ann. di 

Mat., t. IV,), S 6. 

(••) Vedi, p. e,, Betti, loc cit., S 7 e Lipschitx: Differential und 
Intigralrechnung (Bonn, Cohen, 1880), % 99. 

(•♦•) P o i n c a r 6 : Sur les risidus des intigrahs doubles (Acta Math., t. IX, 
pp. 52i-)8o), S 2. Vedi anche : P i c a r d et S i m a r t : Thiorie des fonctions algi^ 
briques d$ deux variables indipendantes (Paris, Gauthicr-Villars, 1897), 1. 1, Chap. I, 
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si suppone inoltre che in questi tali punti F sia dotata dl dcrivate 
piraiali prime continue, e che in nessuno di tali punti esse siano 
contemporaneameiite nuUe. Allora si pu6, in ogni punto in cui 
f=0, scegliere un iniorno tale che, introdotti n — i parametri 
",,11,, ... , «,_, , si pu6 stabilire una corrispondenza biunivoca e 
coQtioua Ira i punti deU'intomo verilicanti alL'equazJone i^=o ed 
' punti (n, , II,, .... H^i) cosiituenti un cerio coatinuo ad 

« — I dimcnsioni, nel senso di Cantor, appartenente alio spazio 
r«, ....... , «^,]. 

L'insiemc dei punti che soddisfanno aU'equazione F=o costi- 
tuiscc allora una varitt'a finiia ad n — i dimensioni. Se s'aggiunge 
'* condizione che tale insieme sia concaienato, la variety dices! 
''loltre conlinua. Una varieti Suita e continua si chiama chiusa. Ad 
£«Dpio, la variety defioita dall'equazione 



I 



i '■Jioa variety chiusa. Essa dicesi ua'ipcn/era di centra (a,, «„ ..., aj 
e x'aggio R. L'insieme dei punti (x, , x, , . . . , j:J che vsrificano 
*Ll.s« diseguaglianza (i) t un dominio di cui I'ipcrsfera (j) 4 la fron- 
^■^''a; tutti i punti di tal dominio, che noa giacciano sutl'ipersfera, 
^''■^CQsi interai a questa. 

Se (x°, jc°, ... , xl) 6 un punto della varieti i^=o, ncU'in- 

'^•~no di tal puDto la F piglia valori positivi e valori negativi, per 

'X^otesi da not fatta che ivi non s'annuUino contemporaneamente 

^ derivatc prime di F rlspetlo alle x. Quindi il dominio detinito 






i (i) resta diviso in tre parti, una in cui F'^0, una in cui 

~ o ed una ove F =^ o. Mentre le prime due parti sono ad n 

**^ieasioni, I'uliima i ad.n — I dimensioni. Per la continuiii di F, 

*-* cammino conimuo qualsivoglia, che porti da un punto in cui 

_ -— ^ o ad un punto io cui F<0, travctsa necessariamcnte la va- 

^^A F^o. Preso un punto qualunque suU'ipersfera (3), ivi la F 

. ^^ *"^ un determinato segno. Poicli^ suU'ipersfera non vi sono punti 

«ui F s'anoulla e I'ipcrsfera i una varieli continua, !a F con- 

/^*^"Va Io stcsso segno su tutta I'lpersfcra. Sia, -p. c., suU'ipersfera 

^> o : allora i punti del domiuio detinito dalla (1), aei qualt i 
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P^o, sono tutti interoi airipersfera (3). Essi cosdluiscono tru i#r 
minio finite e continue ad n dimensioni, intendendo con ct6 che Tiii^ 
sietne di uli punti h un in^ieme limitato, perfetto e coQcatenato, td 
n dimension!. Tal dominio vcrri^ nel seguito denotato con JD. ; la 
sua frontiera 6 la varietli F^, rappresentau dall'equazione F=:(^ 
I punti di /). in cui F <^o si diranno interni alia varieti F^^. 

Possiamo, per ci6 che conceme la nostra tesi, senza restringere 
d'una maniera essenaiale la generality, come osserva il sig. Poio- 
car 6 (*)y supporre che la F sia una funzione olomorSsi delle x(^) 
nei punti di F^^ (p, meglio, in un dominio nel cui intemo sia F^.,). 

Sia Y una curva continua di 5,, definita dalle equa«oni 

(4) «i = *,(0. (*«i.a,...,«) 

Su dt essa faremo IMpotesi che, in ogni punto comune aye 
^•-1 > Ic ^ siano funzioni olomorfe della variabile t. Dico prima di 
tutto che Y h^ un tratto continuo comune con F,,_^ , quando ha in- 
finiti punti in comune con F^^. Infatti, in tal caso, quest! infiniti 
punti ammettono almeno un punto limite, e sia P. II punto P, per 
la continuiti di F^^ e di y> * un punto comune a F^_^ e y- 
Supponiamo che P sia su y individuato dal valor t del para- 
metro. Se noi pensiaroo, su y> ^d un intomo di P, ed in ogni punto 
di esso alia funzione F, questa i ivi funzione olomorfa della varia- 
bile /. Ma essa s'annulla, per ipotesi, per un insieme di valori / che 
ammettono come limite t, quindi essa s'annulla identicamente nel- 
I'intorno del punto t, quindi la r,_, e la y hanno un trano con- 
tinuo comune, contenente P. 

Sia P un punto comune alia curva continua y> definita dalle 
(4), e alia F^^. In un convenientc intorao di P su y, Iz F k una 



(*) P o 1 Q c a r i : Analysis situs ( Jouraal de T^cole Polythecnique, a< serie, 
l« cahicr, 189$), $ j. 

(**) Dico che una funzione di una o piCi variabili reali i olomorfa in un 
punto, o mrglio in un intorno del punto, quando ivi sia sviluppabile in serie di 
Taylor, e ci6 (truttandosi di variabili reali) seguendo la dicitura del signor 
Poincar^ 
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fdoaone blbmoirfa di t,. Essebdo r il valore di t che individua P 

sa Yy il valor t i uno zero di essa funzione. Se tale zero h seni^ 

j^cfe, direinb che y t F^^ si tfaversano in P, sen^a tacearsi. Allora 

accadfe che, se la F si calcola in due punti di un intorno coove- 

nieote di P su y, corrispondenti ai valori /, , /, , tali che sia 

/,>T>/, , F(t^)9 -F(0 hanno segno contrario. Se y i quindi una 

qaabiasi curva chiusa di 5,, la quale non tocchi F^_^ e sia rego- 

lire (•) nci punti comuni con F^^ , essa incontra F^^ in un numero 

{nnllo o) pari di punti. Similmente ogni retta di S^ incontra F^^ 

in un numero finito (^o) di punti, e, nel caso in cui essa retta 

non tocchi F^^ , la seca in un numero pari (^ o) di punti. 

Sia P un punto (P„ P,, ..., PJ di F^^, e denotino G„ G,, •.., G, 

dF dF dF 

i valori che -^ — , ^r-r- , . . . , -^ — assumono nel punto P. L'iper- 

piano tangenie in P a F^^ h Tiperpiano d'equazione : 

±(x,-^.)G, = o. 
La normale in P a F^^ ft la retta di equazioni : 

G. - G. G. • 

Facciamo in 5. una trasformazione di coordinate tenendo ferma 
Torigine, e facendo in modo che il nuovo asse di equazioni 
x[z=:x[=z ... = x[_^ zzz o sia parallelo a tale normale. Allora, 
proiettando Tintorno di P appartcnente a F^_^ , normalmente, sul- 
riperpiano x[ = o, si ha una corrispondenza univoca e cohtinua fira 
i punti di una regione deiriperpiano x'^ = o (cioft d'uno spazio 
[jrj , xj , . . , , Af^J) ed i punti d'una regione R di F^^ , conte- 
nente P. 

Si vede subito che la varieti F^_^ pu6 cosi scindersi in un 
numero finito di regioni rappresentabili punto per punto con conti- 



(*) Dico regolare una curva, definita dalle (4), in un punto t, quindo in 
esso le X siano funzioni olomorfe di t. 
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nuitli in uoo spazio ad n — i dimensioni, che iodicheremo con 

Nel punto P, in cui noi ci siamo posti, le equazioni di una 
tale corrispondenza biunivoca si ottengono dopo aver cangiato le va- 
riabili x nelle jc', e sono del tipo : 






^a — •», 



X^ = f V^i > **« » • • • * •'•—I/* 

Si vede quindi che, in ogni punto del dominio [u^ , u^ , ... , fi»^] 

dx 

corrispondente ad J?, esistono e sono continue le funzioni 5—^ 

^1=1,2. . . . , If; / = I, 2, . . . y n — i). Inoltre in nessuno di 
tali punti s'annuUano contemporaneamente tutti i Jacobiani di it — i 
tra le x' rispetto alle 11, e perci6 nemnieno quelli di it — i tra lex 
rispetto alle u. Per breviti, denoteremo con X, il Jacobiano di x^, , 
x^, , . . . , *« » *, , X, , . . . , x,_, , scritte in quest*ordine, rispetto 
ad 11, , «, , . . . , fi._,. Su tutta R si ha 

(J) (- ly-X'-'^ P ^' = If • (» = ••=» ») 

essendo p una funzione continua che non s'annuUa in R^ e quindi 
una funzione che conserva in R sempre lo stesso segno. II segno di 
p dipende daH'ordine delle u. Oca noi, se il dominio D^ , limitato 
da F],_, , fc tale che in esso abbiasi F^^o, sceglieremo Tordine delle 
u in guisa che sia p > o. Inversamente faremo se in D^ 4 FVo. 
In corrispondenza ad un tale ordine, si dice che si considera la 
faccia esierna di R, 

Gli altri ordini, per cui p piglia il segno contrario, corrispon- 
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(NiDoo iila ffic^ iflitrna. Facendo lo stiesso ^ler tutte \t iregioni R 
£ ''Li > ^ ottebgobo su questa du^ facce. 

On, date nel ddmidio D. n (udziodi A^^ A^^ . . . , A, con- 
tttme coHe lofb derivate parziali prime, siamo ianzitutto in jgradb di 
dc6ii!re Tintegrale 

(<) /= fX^idx^^dx^ ... dx^dxjx^ ... dx^^, 

ertcso ad una regtone J* di F^^ (che pu6 anch'essere tutta ^,^_,), 
soUa fiicda esterna (o sulla iaierna). Si divide T in $ region! R^ , 
if, , • • • , R, rappresentabili punto per punto con continuity su s 
donuni dello spazio [if, , ti^ , . . . , ti^,]» e, su ogni regione, si prende 
rordioe delle u che corrisponde alia desiderata faccia, e sia que- 
st'ordine «,,«,>..., u^^. 

AUora Tintegrale / ha per noi ii senso dellMntegrale 







>. 



esteso a tuite le region! \u^^ ti, , . . . , fi._,] corri^pbndenti alle J?. 
0)n seknplici osservazioni (che non t il caso di riprodlirfc) (*) 
si dimostra che Tintegrale /, esteso alia faccia esterna di V^^^ \ k 
ugualb airint&gralls multipld 

(7) j=j[±(- 'y-'^<*->|^'] dx,dx, ...dx, 

esteso al domlnio D. limitato da FL_,. 

La formola /= / offre mode di trasformare un integrate esteso 
ad una varieti F^_^ chiusa (nel senso gili definite) in uo integrate 
esteso al dominio Z). limitato dalla varieti ^^,^ Essa pu6 estendersi 
ad un caso ancor pi6 generate, che ci sari utile di cohsiderare per 
il seguito. 

(•) Betti, loc. dt., S6cPicardetSiniart, loc clt; Chap. I, S »• 
Rfnd. Circ. MaUm,^ t. XII, parte 1 *.— Starnpato il 5 aprile 189S. 3^ 
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. 2. Sia ora D* uq domioio fioito e continuo di 5. [x,, x,, ..., xj. 
G>n questa locuzione, iotendiamo che il dominto D* sia un insieme 
finito, perfetto e coocatenato di puoti di 5., tale che, per ognuno 
dei puoti di D*, si possa determinare uo iosieme che contenga il 
punto, sia contenuto in Z)*, e possa porsi in corrispondenza biuni- 
voca e continua con un insieme costituito da punti (Pi> /^a> •-•»/^J 
le cui coordinate variino indipendentemente Tuna dairaltra, ciascuna 
percorrendo un continuo ad una dimensione. 

Gmsiderau la frontiera 4 di Z)*» su di essa &remo le ipotesi 
seguenti : 

I* Essa possa scomporsi in un numero finito di pezzi R^ , 
i?i > • • • > ^< (^d ^ — I dimcnsioni), ciascuno definito da un'e- 
quaadone 

^/(*i > *a • • • • I *•) = ®» (/ = If a» . - . . 

Intendiamo coo ci6 che i punti di Rj verifichmo a tale equa- 
zione. 

2* In tutti i punti di Rf la F^ sia una funzione olomorfa delle 
variabili x, ed in nessun punto di Rj s'annuUino contemporancamente 
le derivate parziali di Ff. 

}• Rf^ considerate come insieme, sia continuo (cio4 perfetto e 
concatenate). 

4* Per tutti i punti di D* , fuori di J?y , la Fy abbia un deter- 
minate segno, sia, p. e., F^<^o. 

In censegueoza di tali ipotesi, si dimestra, come prima, che R. 
si pu6 dividere in uo numero finito di pezzi rappresentabili punto 
per punto con continuiti in rej^ioni dello spazio [«, , «, , .,., ii^,]. 
Su tutta Rfy o meglio su ogni pezzo che cosi si viene a staccare 
su Rft valgono ancora le relazioni (j) del n° i, ove si cangi F con 
Ff , p con Pf e le X^ nelle X y ; rappresentando queste ancora Jaco- 
biani delle x rispetto alle fi, fatti come prima. Su tutto un pezzo di 
Rf i py sempre d'uno stesso segno, e questo dipende dall'ordine 
delle u, Se in tutto DI h F^^o, sceglieremo Tordine delle u in 
guisa che sia py ]> o; se poi in JD* 4 Fy ^ o, sceglieremo I'ordine 
delle u in ^uisa ^he sia py <[ o. Corrispond^ntemente a tale s^etta 



m 
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su^no^ di es^\ si annuUino faptanppuneaaQ^te i Jacobiani delle / ri- 
spetto ad II — p tra le x. Supponiamo iooltre che tali punti costi- 
tuiscano un insieme Bnito e coQcatenato. Tale insieme si diri al- 
lora varietb cbiusa Vp a p dimensioni. Questa pu6 dividersi in ua 
numcro finito di pe^:iii ciascuno dei quali pu6 porsi in corrispondcnza 
biuoi;i[09a e a>nVQua cojb un dominio a p dimension! finito ^ qon- 
tinuo dello spazto [», , if^, • . • n <%]• 
Siano : 



(9) 



X^ ZZl Xj [U^ y Hj , • • • f ^) 



X^ — * ^•\*'l 9 ••» f •. • • > ^) 



le cquazioni di una tale corrispondcnza. Se ne pq6 far la scelta io 
gu^a che le x siano (unzioni oloniorfe delle u. 

Sianp dati invec^ un sistema di equazioni (8) e le diseguaglianw 



(10) 



?f (*i » *a > •••>*•) -^ 0> (^=1,2...., *) 



essendo le f fuozioni continue delle x, e suppongasi : 

i^ che esistano punti in cui le (8) e le (lo) siano soddisfatte 
contemporaneamente, anzi che esistano punti in cui le (8) siano sod- 
disfatte e le 9^ sian tutte negative; 

2^ che in ognuno. di tali punti siano le / fynzioni olomorfe delle 
X, e che ivi con s'annullino contemporaneamen^ i Jacobiani delle/ 
rispetto ad it — p tra le xy 

3° che, in ogni punto in cui s'annullano le / e qualcuna delle 
?> p. e. 9^, ma in cui le 9 che non s'annuUano sono negative, 
sia 9 funzione olomorfa delle variabili x, e che ivi non s'annullino 
contemporaneamente i Jacobiani delle/ e della 9^ rispetto ad n — p+i 
tra le x; 

4** che Tinsieme di punti definito dalle (8), (10) sia finito e, 
^pcatenato (necessariamente pcrfetto). 
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Se non in tutti i punti deirinsieme tutte le f son negative! a]i- 
I'insieme si dk il nome di varieth a frontiera a p ditncnsioni, e noi 
la denoteremo con Vp. Se poi in tutti i punti dell'insieme fossero 
tutte le 9 negative, il nostro insieme sarebbe ancora una varietii 
chiusa Vp. 

La frontiera di Vp h compos ta di tutte le varieti f^, (chiuse . 
od a frontiera) definite dalle (8) insieme ad una qualunque fr=P^ 
(f= I, 2, .. . , s) ed insieme alle diseguagliaaze ff^o (^^r). 

G)me prima la Vp , cosi ora la Vp pu6 dividersi in un numero 
finite di pezzi rappresentabili punto per punto con continuity su do^ 
mini dello spazio [». , u^y • • • > «/]> mediante equazioni come le 
(9). Anzi, tanto nel caso in cui si abbia una varieti^ chiusa Fp , 
quanto nel caso in cui s' abbia una variety a frontiera Vp, la scom- 
posizione di Vp q Vp in pezzi, rappresentabili univocamente e cota 
continuitii su domini dello spazio [u, , u^, • • • > <f^]> pu6 farsi semr. 
pre in guisa che, oltre all'essere le xfunzioni olomorfe delle u in 
tali domini, siano poi i nostri pezzi di f^^ o di ^» alia lor yolt4> 
delle variety a fi'ontiera (nel senso definito). 

5 • Sia ora D^ un dominio continue e finite (n" 2) dello spazio 
^mi^tf ^19 • * • > ^«]> ^ suppongasi che le equazioni (8) del n^ 4 
definiscano una varietli chiusa V^ , immersa in D,'. Siano inoltre date 
le funzioni Ai^,i^,..^ip delle variabili x, , jc^ , . . • , x. , continue in D^ 
coUe lore derivate parziali prime. Per gl'indici f , , f\ , • • • > ip in* 
tendiame prendere tutte le disposizioni p zp delle cifre i, 2, • • . , n, 
e supponiamo che due A aventi gli stessi indici, in ordine diverse, 
siano eguali in valore assoluto, ed abbiano le stesso segno o segno 
contrario secondo che le disposizioni dei Ipro indici siano dejla stessa 
dasse o di classe contraria. Divisa Vp in un numero finite di varieti 
a fi'ontiera rappresentabili qnivocamente e con continuity (n° 4) in 
domini dello spazio \u^, u^, . • . , ii^], per mezzo di equazioni come 
le (9), si consid^ri Tintegrale 



il4 
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esteso ai dati domini dello spazio [m, i ««>••* > *V]- ^ X <^^°^^^ 

(0 
che dobbiaroo sommare tutti i termini che provcngono dal cooside- 

rare tutte le disposizioni f\ , f^ , • • • i <^ delle cifre i, 2, • • • , n 

2 p 2 p. L'integrale (11) si scrive pifi brevemente 



(la) 






h= 



e si dice che questo h un integrate esteso a Vp. Per ben definire 
rintegrale (11), i necessario scegliere, nei dati domini dello spazio 
[11, , «. , . . . , tt^J, Tordine delle «, o meglio scegliere la faccia su 
Ff il che, come si sa (*) (e noi sorvoliamo su questo) pu6 farsi in 
due modi. G>rrispondentemente alle due facce di Vp , Tint^rale Ip 
acquista valori eguali e di segno contrario. £ da notare che» nel 
simbolo (12), non h indiffcrente Tordine degli elementi diflferenziali. 
Ci6 che abbiamo detto per variety chiuse possiamo ripetere per le 
varieti a firontiera. 

Siano ora le equazioni 



(13) 



/i Ci > ^« > • • • > 'J — ^ 



/•-f-i v'l > '» > • • • > ^u) — 



insieme alia diseguaglianza 



(14) 



/•-^ Ci > '« » • • • » 'J ^ o> 



e suppongasi che esse rappresentino una varieti ^^ a firontiera 
(n» 4). 



(•) P o i n c a r 4 : Analysis situs, loc cit., $ 9,' P « c a r d ct S 1 m a r t, loc 
cit., chap. II, S I, n® 7. 
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Le eqoaidoni della fronriera sono le (13) iasieme alia 



00 



/•-^ Vp^i 9 *» > • • • > ^m) "^ ^* 



Qocsta frontiera i una varietli o piii varieti chiuse Fp. Noi, 
scclta ad arbitrio una faccia su ^, , vogliamo farie corrispondere 
in un certo modo una faccia su Fp. 

Percid osserviamo che F^^i pu6 dividers! in un numero (inito 
di pezziy rappresentabili su domini dello spazio [a,, u^, .•., i^^Jt 
univocamente e con continuitii. 

Siano 



(16) 



'1 "~" *I v'^i f ^tf • • • > S+i/ 



*i — '1 f I > ^'i > • • • > *V+*« J 



^« — "^bCi > **! > • • • > *V*-«^ 



le equazioni di una tale corrispondenza, per uno qualunque dei pezzi. 
Si suppone scelto I'ordine delle u in corrispondenza ad una certa 
faccia di F'f^t. In uno dei pezzi JVp^-t in cui s*h divisa ^1 , Tequa- 
zione della parte di Ff giacente in esso si trasforma in 



Facendo le rappresentazioni parametrali di Ff mediante le equa- 
zioni : 



• • 



(17) 






*. = *.(».. »,. ... , tv). 



da queste e dalle (i) si ricaveri (per la biunivoctti della corrispoa- 
denza tra le ;( e le i> sui diverst pezzi ^^i) : 



■7^ aicamLK bb FBAacais^ 



(i8) 



i^^ •^♦cV^i » ^» ^ • • • f ^» 



In tF^^ si ha f,^ ^ o. Kai vr^iamf) sa ogni pezzo di Fp , 
tiavantesi in fFp^^ rordinc 4dlc v in gnisa cbc sia ivi positive 
il lappcMto 

^(■.t ->> «w«) 

d(i^. . . • . . »P 

Ghe qoesto possa £u9, s vede con osser^azioni analoghe a 
quelle fime nd n* t (oT*era ^ -f i = n). 

Qncsft) s ripete per rem i pezii IF^i. Allora si diii die la 
fiicda scelta sn F^ & la comspcmdente di qnella scelta so f^,. 

Data qoesta maniera di scdta, i chiaro che, se le (i?) rappre- 
sentano una raricii chiosa f%,, la qnale Tcnga separata da Fp in due 
varicti r^ , FJH^ , a frontiera, scelta su fV, la Bccia, delle due 
facce di Fp una corrispoode a quella di F^« ^ I'opposta a quella 

di ^t;.. 

Data, pi6 in generalc, una varieti a frontiera FJ+, limittta da 
pii varieti a firontiera Fp , si pu6 analogamente definire una facda 
sulle F^ in corrispondenza alia facda scelta su F]^,: basta ripetere su 
tutto il sistema delle Fp , qucllo che sopra s*i fatto per una sola Fp. 

Dau una varieti, a frontiera o chiusa, Fp^t » pensiamo su di 
essa stabilita una faccia, e pensiamo ad un pezzo JFp^t di /^ rap- 
presentabile univocamente e con conrinuiti su un dominio D^, dello 
spazio [ii, , II, , . . . , 11^,]. 

Alia frontiera di JF^, , ♦^ , corrisponde la frontiera Ff di D^, , 
e, se su ^f si sccglie la faccia corrispondente a quella di fl^, (sce- 
glienJo cosi rorJine dei parametri v da cui dipendono i punii della 
frontiera), verri in conseguenza scdta la facda su F^, e questa t 
precisamente (n"* 2) la faaia tsterna di Fp rispetto a Dp^. 
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6. Sia ora F]^i una varietli a frontiera definita dalle (i}) e dalU' 
(14) e sia la sua frontiera [definita dalle (13) e dalla (15)] una va- 
riety chiusa Ff. Noi, scelta una faccia su ^1 , consideriamo la cor- 
rispondente faccia su Ff (n^ 5). 

Sia ora Tintegrale 

(19) ^P^^ I X ^ii^^'-^f ^ ^h ^ ^<a • • • ^''/ 

un integrate esteso a tal faccia di Fp. Noi ci proponiamo di trasfor- 
roarlo in un integrate esteso alia corrispondente faccia di f^i. 

Per far cid, supporremo divisa F^^i in pezzi ciascuno rappresen-- 
tabile univocamente e con continuitii in un dominio dello spa:do 
r<f, > f<a * . • • 9 u^^. Sia Wp^i un tal pezzo, 4>^ la sua frontiera, 
D^, il dominio corrispondente, F^ la sua frontiera. Siano le (16) le 
equazioni della corrispondenza tra JT^, e ^^, , le (17) le equa- 
zioni parametrali dei diversi pezzi di 4>^, le (18) quelle dei corn- 
spondenti pezzi di F^. Su 4>^ s'intende scelta la faccia corrispon- 
dente a quella di Wp^i , la quale corrisponde alia faccia estema di 
F^ rispetto a D^^, (n* 5). 

Uintegrale Ip esteso a 4>^ ft uguale aU'integrale 

esteso ai diversi domini [v, , v, , . . 4 , v^ corrispondenti biunivo- 
camente ai pezzi di 4>^, quindi esso si trasforma nellMntegrale 

(p) 

3(«, f «4 . • . • > Vi > **i) ^(^i f ^'a » • • • f «V) 
+ 

dC^frf, , .y^a » > . . , jr^/) 3(«, , <<, , . . . , Up)y ^ j^^ - . 

/(m<2. 0>^. M^f>h» %* %llt par^e i\— S^mpato il 6 aprlle 18^8. 2} 
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ossia neirintegtale 

/j (0 "v*! » "4 ' ...» "Vti » '*i) 

+ 

esteso ad F^. 

'. Quest' iptegrale si trasforma ora in un integrate esteso al do- 
minio Dp^,^ e precisamente (n^ a) neirintegrale : 

ove si convenga che gl'indtci dslle « stano da prendersi rispetto al 
modalo p + I. 

Sviluppando, si trova che 

U 3»*^(«H.» "*4^> •••> ««H^) 

ncchi resta 

Intanto si ha : 
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inoltre 

quindi se noi consideriamo Tintegrale : 



+ 






csso pon differ! r^ da / che per un fattor numcrico provcniente dal 
fauo che noi facciamo le disposizioni delle cifre i, 2, . . • , if, in f 
a p a p, in /^^, a /> + i a /> + i. Per precisarc tal fattore, conside-^ 

riamo tutii i termini della forma ^t^^*"^f ^ ^ vediamo quanti np pro?* 

verrebbero dall'integrale (20) mediante le relazioni (2 1) e (22), e quanti 

n! 
se ne trovano effettivamente in ^1. Ora gli ^ „_ ju\i rf?°^^!^l d^^- 

rintegrale (19) dinno luogo ciascuno z p+i elementi della forma 

— ^"'""^'^ in (20). Questi, presi lutli insieme, alia lor vplta, per le 

(21) e le (22), dinno luogo solo ad n — p elementi della forma 

d A- 

»„<«...»<f ^ Quindi, sviluppando i falcoli, dall'integrale (20) dovrebr 

bero provenire z r-,- elementi della forma -5 — , mentre 

{n—p—i)\ ox^ 

che in /^i di tali elementi ve ne sono (p + i) ^ i\t * 
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Qoindi si ha: 

Ora rintegralc /^, , esteso a Dp^t , coincide colPintegrale 

(a3) J^'-J 2.[-T^ + ^-'y d3C" 

esteso a JF^i sulla fiicda scelu, quindi si ha: 
(m) (P + iH=/^., 

essendo Ip esteso a 4>^ ed /^i esteso a H^^i sulia relativa faccia. 

Ripetendo queste considerazioDi per tutte le fF/^i in cui ^^, s'6 
decomposta, e sommando membro a membro tutte le uguaglianze 
(24) cosi ottenute, si trova che Pintegrale /^ esteso ad un pezzo 
d'una 4>^, che non appartenga a ^^, si distrugge con un altro esteso 
alia faccia opposta e relativo ad un altra Wp+t (n"* 5), e resta cosi Tin- 
tegrale If esteso a Ff suila faccia data, mentre /^, resta esteso a 
tutta /^i sulla corrispondente faccia. Quindi la (24) fa passare da 
un integrale esteso a Fp ad uno esteso a F^i. 

Le stesse considerazioni possono ripetersi nel caso in cui si abbia 
una varieti a frontiera f^i non pi& limitata da una sola variety 
chiusa f7> ^^ ^^ P^^ varietii ^, chiuse od a frontiera, il cui in- 
sieme denoteremo con O^. La (24) fa allora passare da un integrale 
esteso a O^ ad uno esteso a ^1. £ da osservare inoltre che, se 
in (19) ed in (23), invece di fare le disposizioni apapcdzp + i 
z p + I delle cifre i, 2, . . . , if» si facessero solo le combinazioni, 
la formola (24) diverrebbe Ip = Jp^i. 

La (24) pu6 considerarsi come un*estensione delle formule di 
Riemann, di Stokes ediBetti suite riduzioni degrintegrali, e 
comprende in si tutte le formple di riduzione d'integrali estesi a 
varietji. 
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Con semplici considerazioni, che si i ormai soliti a fare nei 
casi di n = 2, 3 e nel caso di n qualunque c p=in — i, si ricava 
dalla (24) la seguente proposizioae dovuta, in tutta la sua genera- 
lity, al sig. Poincar6 (*): 

In un dominio I>. [^, , JP, , . . . , ^,], siano date It funiioni 
Ai^,i^.,.,ip dellt variabili x, continue collt loro dtrivate prime, e si con- 
siderino ivi due varieta (chiuse od) a frontiera, F^ , Fp , cbe costi- 
tuiscano la Jrontiera complete di una V*^i di D^. 

Le condi^ioni nuessarie e sujicienti percbh (in tutto DJ) Vintegrale 

//= 1 2^Ai^,i^.,^ipd Xi^dXi^ • . . dXi^ 

esteso a Ff, F'/f su due facce opposte rispetto a V^i , abbia lo stesso 
valore {qualunque sia stata la scelta di Fp, F'f) sono queste: cbe in 
tutto D^ siano soddisfatte le relaT^ioni: 

d Xi^ d Xj, 3 Xi^ 

+ ... +(-l/^^^'=0. 

Queste relazioni, qualora si tengano presenti le relazioni che 
hanno luogo fra due A cogli stessi indici, sono in uumero di 
nl 

Queste sono ancbe le condi^ioni (e si ricava Come caso partico- 
lare) per cui rintegrale Ip esteso ad una varietb cbiusa Fp , cbe sia 
frontiera completa di una Fj^i di D^^ sia nullo. 

Qualora le A soddisfino in D. alle (25), si dice che ivi soddi- 
sfano alle condi:(ioni d'integrabilita rispetto alle varietb Fp. 

7. Adesso supporremo che il nostro dominio D^ sia quello per 
cui si abbia b^Z^x^Z. \ (1=1, 2, . . . , n; \ > A,), cio* un pa- 

(*) Poincar^: Sw lee rMdus, etc^ loc cit, $ a. 



lil MICBBLB DB FBAliCHIS. 

raHclcpipcdo di spigoK *, — *,, *, — *,» . . . • *. — *,, pmlldi 
aglt assi coordinati. Siano date in D. le funzioni ^1,1,....^, che sod- 
disfioo ivi alle condizioni d'integrabiliti rispetio alle varietik a ^ -f- 1 
dimensiooi {p^n — i). Siano poi ivi F^^ FJ^ due varieti ayeoti 
una stessa froniiera 4^. Ammessa per un niomenro la possibiliri di 
coscruire (per /> < 11 — i) una varieti f7*» *o D, la cui frondera 
completa sia costituita da f^^-i > f^\ > I'integnle 



(a6> 






esteso a FJ+. o a f^, , piglia valori egualt, qualora in FJh t J^* 
si scelgano facce opposte rispetto ad una stessa feccia di F^. Cosicdii 
rintegrale /^i. sotto tali condizioni, dipende solo da 4>. Sargelaqae- 
stione perci6 di ridurio ad un integrate esteso a 4>. Noi faremo db, 
mostrando che, se il dominio D, .t un parallelepipedo, la cosa i 
seuipre possibile, e daremo la maniera di passare daU'integrale (16) 
esteso a Fp^t ad un integrate esteK> alia fronticra 4>^. II nostio pto- 
cedimento mostrcri che nel nostra dominio D^ I'integrale /^, esteso 
a ^i dipende esclusivamente dalla frontiera di F'^t (c dalla sua 
faccia). Come si vede, tra le ipotesi da fare per Tuguaglianza de- 
grintcgrali (26) estesi a f^^., , ^, , non figureri piii quella che 
Fltt f 'n* 5^*"^ ^^ frontiera completa d'una stessa FJ^,. Ci6 pro- 
viene dal fatto che tale ipotcsi nel nostra daminia D. 6 cooseguenza 
delle altre. 
Sia 

(27) A ^^ I X'^*i»'«»"-V^**»^'^'» • • • ^^*p 

if) ^^ 

rintegrale esteso a *; cui noi vogliamo ridurre I'integrale (26) esteso 
a F'^i. Scegliamo su */. e ^, facce corrispondenii. 

L'integrale (27), moltiplicato per /> + i, i uguale air inte- 
grate (23) del n** 6 esteso a T^,: quindi la riduzionc deli'to- 
tcgrale (26) a (27) 4 possibile, se noi possiamo scegliere Ic funzioni 
A in guisa da soddisfare in D^ alle equazioai a deriv^tc pBrzu|li ; 
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3 *J, d Xi^ 



+ ...+(- ly 



3 ^<,.iy..»,» 



Le B soddisfano, per ipotesi, ia D. alle condizioni d'integrabi- 
Xxtii rispetto alle varietii ^ p^-i dimensioni (n^ 6), quindi ki ha: 

• 

Queste condizioni sono necessarie, perchft 11 sistema (P) ammetta 
soluzioni, almeno quando suite A si faccia IMpotesi dell'esistenza e 
della continuitii delle derivate parziali seconde. Ora vogliamo dimo- 
strare che, viceversa, quando le (y) son soddisfatte, le (P) ammet- 
tono sempre delle soluzioni che si possono trovare mediante qua- 
drature. 

Cominciamo daU'osservare che, nel casb estremo di /)=:ii— i, 
non vi sovio relazioni (y), e le (P) si riducono ad una sola equa- 
zione di cui si possono certo trovare ihtegrali particolari (e ci6 cMn- 
teressa), mediante quadrature. 

Consideriamo adesso un altit) caso particolare: quello in cui 
sia p= I (^ ^ 2). Allora le (P) divengoho : 

e le relazioni (y): 

Se 11=2, Tequazione (^J s'integra subito, mediante quadrature. 
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Ora, se si sa che le (P,) sono integrabili, mediante quadrature, 
nel caso di n — i variabili [soddisfatte le corrispondenti (Yi)]> dico 
che lo stesso pu6 asserirsi quando le variabili sono n. 

Difatti scinJasi il sistema (^,) in due : nel primo si considerino 
quelle equazioni in cui gl'indici f , , i\ sono minor! di n : questo si- 
stema, se si considera la x^ come parametro nelle B^ e nelle A, i, 
per ipotesiy integrabile mediante quadrature, perchi siamo ridotti ad 
n — I variabili. Resteri dunque da scegliere la funzione A^ in modo 
da soddisfare alia equazioni che costituiscono la seconda parte del 
sistema (^,) , e tali equazioni sono : 

jy o A^ o Ail 

dot, posto 

r,. _ «... + -j^ , 

ove le r^, sono gili note. 

Si sa che si pu6 trovare una soluzione per A^ , mediante qua- 
drature, qualora siano soddisfatte le relazioni : 

d Fi, dTj^ .. .. _ - • « — f 'i 

— — 5 ^^ — i- =0. Ui » *a —»»*»•••» ^ — */ 

aXi^ oXii 

Ora tali relazioni, badando che le At soddisfano alle (p,), per 
i <C^f e che le B' soddisfano alle (y,), sono soddisfatte. 

Sicchi, mediante quadrature, si pu6 sempre integrare il sistema 
(P,), se sono soddisfatte le (y,), le quali sono dunque condizioni ne- 
cessarie e sufficienti per Tintegrabiliti di (p,). 6 da osservare che, 
se tal sistema ammette la soluzione particolare A[y A[i . . . , A[,^ 
I'integrale generale ft 

^i — ^i-r ^ (1 = 1,2,..., n). 
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essendo F una funzione arbitraria delle x (ma conunua e dotata (U 
derivate parziali prime e seconde continue in /),). 

Per ia dimostrazione deli'integrabilit^ delle (^) iu generale, cioi 
per n e p qualuaque (w — i ^p), noi ammeitiamo che la propo- 
sizione sia vera per il numero n — i di variabili e per i numeri p 
(n — I !>P) e p — t di dimension! [purcS4 le B' soddisfino alle corri- 
spondenti (y)], e dimostreremo che allora la cosa i vera per n varia- 
bili e /) dimensioni, Allora, poichfi abbianioj;iJ mosiratocSc, perp= i 
ed n qualunque, riniegrazrone t possibile, e cbe, per p qualuoque, essa 
lo i quando n=:p-\- i, essa sar& possibile per p = 2, n=j, 4,..., 
ed ancora per p = 3, « ^ 4, S, -. . . , e cosl di seguito; cio6 sari 
possibile in generalc (n — i ^ p). 

Daio il sistcma (P) (n — i >p), no! lo scindiamo In due sistcmi: 
nel primo (&') mettiamo quelle equazioni in cui le B' sono affette da 
indici tutti minori di n. Allora, senoi consideriamola x.nelle B' cnelle 
A come parametro, possiamo soddisfare alle (^'), perchi il problema 
i ricondotto al caso di n — r variabili e p dimensioni, e le (y) sono 
verificate. Possiamo percii determinare quelle A che non hanno Tin- 
dice fi, Sicchi resia da determinare le funzioni A della formt 

_,., (ove I, <:^ m). mediante le 



I 



I 
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Ora le r sono, per ipotesi, fuozioiii giii note t si ha : 

j^ ^ If) soddisfano alle (p) e le fi' soddisfano alle (y)» si ha : 

Ora, se noi consideriamo nelle B^ e nelle A la jc. come para- 
metro, le (P") e le (y") diventano analoghe alle (p), (y), ove in 
luogo di fi variabili se ne abbiano n — i ed in luogo di p vi sia 
p — I. Sicchi le (P") si possono intcgrare, e quindi si possono tro- 
vare le -^i,.<,.....«^p« (i, <C w) che dovevansi ancora determinare. 

Anzi v*4 di pii : ammesso che per le equazioni come le (P'), 
(P") un integrale possa trovarsi mediante quadrature, si potri tro- 
vare un integrale per le (P) mediante quadrature. Sicchi, mediante 
quadrature pud trovarsi un sistema integrale del sistema (P), qualunque 
siano n e p {n — ^^P)» p^fche siano soddisfatte le (y). 

6 inutile osservare che, se il sistema di funzioni -^Jp'a. -.i^ costi- 
tuisce un integrale particolare del sistema di equazioni (P), Tinte- 
grale generale it 

essendo le Ai[,i^,„.,ip le pii general! funzioni che in Z), soddisfano 
alle condizioni d'integrabiliti rispetto alle varieti ^. 

Riepilogando : 

fn fiif dotr^inio D^, che sia un parallel epipedo o possa porsi in 
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corrispondenia biunivoca e continua can un paralUUpipedo (•), st il si-- 
sterna di fun^ioni Bi^,i^„.^t^^ soddisfa alle condiiioni d*integrabilith 
rispetto alle varieth a p + i ditnensioni, VintegraU 

esteso ad una varieth Vp^i a frontier a, dipende solo dalla fronttera 4> 
di V^i , ed I riducibile ad un integrale esteso a 4>/. 



Palermo, tnarzo 1898. 



MiCHBLE DB FrANCHIS. 



O La corrispondenza dev*esser tale inoltre che esistano e siano continue 
le derivate prime delle coordinate del punti di \D, , rispetto a quelle dei puoiti 
del parallelepipeds 



tM 



SUI GRUPPI ISOMORH AL GRUPPO DI TUTTE 



LE TRASFORMAZIONI IN UNA VARIABILE, 



Memoria prima 
del Dr. Paolo Motiolaghi, in Roma. 



4m\ rj oMno • to «prito ilfl. 



Molto poco si conosce fino ad ora sulla teoria dei gruppt con- 
tinui infinitiy pochissimi poi sono i gruppi inHniti (in qui trovati; le 
sole enumerazioni di gruppi sono quelle pubblicate dal Lie nel 
vol. XXXV delle Abhandlungen der K. Sachs. Gcs. dcr Wissen- 
schaft (1895). In quella Memoria, che in parte riproduce ricerche 
gik comparse molto tempo prima nel Norwegischen Archiv (1883), 
si trovano determinati tutti i tipi di gruppi infiniti del piano e per 
uno spazio ad un numero qualunque di dimensioni due certi gruppi 
caratterizzati da propriety speciali, per le quali hanno tra i gruppi 
infiniti il posto che il gruppo proiettivo e quello lineare hanno tra 
i gruppi infiniti. 

Le ricerche di cui ora io pubblico la prima parte mi furono ispi- 
rate dal desiderio di aggiungere nuovi gruppi a quei pochi che si 
conoscono. Esse hanno per altro un indirizzo affatto diverso da quello 
che si osserva nelle citate memorie del Lie: considerando che il 
piji elementare tra i gruppi infiniti k certamente quello che i for- 
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mato da totte le trasformazioni in una variabile e che si pud rap* 
presentare col simbolo: 

(0 H')%. 

io mi sono pioposto di studiare i gruppi, in un numero qualunque 
di variabiliy che hanno la stessa composizione del gruppo (i). 

Ecco ora come si presenta il problema e quali sono i limit! di 
questo lavoro. 

La trasformazione infinitesima generica di ogni gruppo bomorfo 
ad (i) (eccettuati due soli gruppi che vengono subito determinati 
e pd messi da parte) si pu6 con opportuni cambiamenti di variabili 
condurre alia forma : 



(,..|I.,.|I.,.=|I) 



in cui i (x,) i una funzione arbitraria di jc, , ed X, , • • • X, sono 
determinate trasformazioni infinitesime nelle yariabiU Jr, , • • • jc.. II 
problema generale consiste nel trovare tutte le possibili forme cano- 
niche per X, /• • • X^; il numero s pud essere preso grande a pia- 
cere (finch& il numero delle variabili resta indeterminato). Ci6 posto, 
io mostro dapprima che h possibile condurre X, alPuna o Taltra delle 
cinque forme canoniche seguenti : 



dove COD / si rappresenta una trasformazioDC nelle sole variabili 
X. ... X, che si pu6 immagiaare portata ad una forau canonica 
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affatto ubitraria (per es. alia forma (>^ od anche alia forma 
x^f>^ + . . . + x^Pm)- lo ™' occupo in questa prima Meaioria de( 
gruppi (A), (B) che determino completamente. Con ci6 veogono dc- 
termiDati tutti i gruppi dello spazio ordinario isomorfi ad (i) ('), ed 
un gruppo dello spazio a quaitro dimensioni. Seguono atcune coa- 
sideraziooi generali sui gruppi delle altre tre classi : mi propongo in 
una seconda Memoria di riprendere queste coosiderazioni occupaa- 
domi particolarmeate dei gruppi nello spazio a quattro dimeasioni. 



I. 



Un gruppo chfl sia oloedrico isomorfo ad (i) deve contenere di 
quaniil^ arbitrarie soltanto una funzione di uo solo argomeuto : la 
sua trasformazione inSnitesima generica si presema duaque, prea- 
dendo come argomeaco la variabile x, , sono la forma : 



(«) 



H'',)x, + j^x,+ . 



d'i 



7X., 



m cui £ £ la funzione arbitraria, ed X, , X, , . . . 
mauoDJ infinitesime decerminaie nelle variabili x, , 
CoDsideriamo ora la trasformazioae : 



X, sono trasfbr- 



w 



iWx, + ^x,+ 






ID cui 11 (xj £ un'altra quatunque fuDzione di x,. Pcrchi il gruppo 
(a) sia isomorfo ad (i) i sollanlo oecessario cbe la parentesi for- 
mata con ie espressioni (d), (d') abbia la forma ; 



qualunque siano Ie funzioai S, n. 



^Sri'-lE")*, 



I*) Cfr. il raio lavoro; Claisijieaiton 
natlca, scrie III| 1898). 



iellt tquaiioni, etc. (Aooali di Mate- 
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Con un ragionamento semplice, e che espongo in un altro la- 
voro (*)» si trovanole condizioni a cui devono soddbfare le X^f...Xg 
perch& ci6 accada. Esse sooo raccolte nel teorema seguente : 

Teorbma L—Le condi:(ioni nuessarie t sufficienti percbi il gruppo 

4 

(a) sia isomorfo al gruppo di tutU le fraifdnnaiioni in una variabile, 
sono It seguenti: 



(2) 



X.(jf.) = 0, .... X,(x,) = b, X.(*,) = I 



(^XJ = o. 



(/+X>*+|) 



(3) 



Le costanti c, . si determinano mediante la formola di ricorreaea: 



^ ^J-M "t" ^|,«^i 



* .J. (pi — 2)([t + i). 
cssendo c,^j^ = (t — i e quindi r,^j^ = — ^ , . . . . 

Le Ci^ vengono cosi definite soltanto per i < x; converrcmo 
che sia c, , = o, c^, + c,^ = o. 

Assumendo come nuove variabili x, , . . • x, un ^tstema di so- 
luzioni indipendenti di X^f = o» si dar^ ad X^ la forma canonica 
p^. AUora le condizioni : 

(p.X.) = o, .•., (^.X.) = o 

ci dicono che le X, , • . . X, sono trasformazioni nelle x, , ... x. 
che non contengono a*, nemmeno come parametro. 

Le X^t ... -Y, formano un gruppo in x, , ... Jr, con la com- 



{•) Vedi U Oussijicttiiom ffik ciuta« 
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posi^ione : 



(4) 






Inversamente : tutte le volte che X, , . . . X, formano un gruppo 
con la composizione (4) 4 : 5/>, + ^'X, + . . • + l^'^ X, la trasfor- 
mazione infinitesima generica di un gruppo isomorfo ad (i). 

Vediamo ora se per ogni valore di s le (4) rapprcsentano cflFct- 
dvamente la composizione di un gruppo. 

La identitii di Jacobi» formata con le trasfonnazioni X|, X., 
X^ ci conduce, tenendo conto delle (4), alia relazione : 

in cui si conviene naturalmente che sia ^i,,=o quando 1 + jc> s+i. 
Se dunque r,,, = anche r,,.^^, = o, c,.,^^, = e la (j) si 
trova essere soddisfatta; se poi fosse Ci^^^^ = ci6 vorrcbbe dire 
che h i + ^ + ft — 2>j e quindi sarebbe anche c^n^^t = O, 
^,4,1+^, =0, Noi possiamo dunque senz*altro supporre che delle quan- 
tity che entrano nella (5) nessuna sia nulla. Formiamoci allora la 
relazione (5) successivamente per le tre teme di indici : 



I — I 



*» (t — I, I 

* — I, (1, I 

e sommiamo t tre primi metnbri che cosl si ottengooo : tenendo 
conto delle (3), si trova cosl la relazione corrispondente agli indici: 



«. I*, t 






Poichi ora la relazione (5) i soddisfatta per gli indici i, 2, 3, 
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4» 5» 6f . . . essa sar4 soddisfatta per qualuoque teraa di indici. 
Dunque : 

Teorbma II. — Per ogni numero, intero, pmtivo, s, vi sono gfuppi 
isamorfi ad (i) delta forma: 

5/>. + 5'X.+ ... +5»Jr,. 

II numero s si iiA ardine del gruppo. 

II. 

I casi ^ = i» X = 2 debbono essere trattati separatamente. 
s :=z I. I gruppi corrispoodenti si presentano sotto la forma : 

ip. + rx. ; 

qui X, h una trasformazione nelle x, , . . . ^« non sottoposta a nes- 
suna condizione. Con un cambiamento di variabili si pud dunque 
portare alia forma p^; perci6 ogni gruppo del primo ordine si pu6 
portare alia forma : 

X = 2. Le trasformazioni X^ » X^ sono soggette all'unica con- 
dizione : 

(X.X,) = X.; 

secondo che X^ , X^ hanno traiettorie distiote o coincidenti si hanno 
le forme canoniche : 

(I h) Ip, + l'x,p, + r «.A, 

X >- 2. G>nsideriamo ora i gruppi di ordine s^ 2. Tra le 
X^^ ... X, le prime due formano un sottogruppo con la composi- 
J(iH4. Circ. hiaUm,^ t XII. parte i\— Sumpato }1 22 aprilc 18^ 2} 
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zioae (X. XJ = X, ; abbiamo veduto a quali forme canoniche pos- 
soQo essere condocte le X, , X^. Per ^ > 2 si ha dunque Tuna o 
Taltra delle due forme : 



(P) lp^-^'*,P. + l''P, + I.i"^X,. 

G>Dsideriamo i gruppi (^); deve essere, per le (4) del numero 
precedence : 

(X,X,) = (s-i)X., (X.X.) = o, 

- ('.Pat X,) = (s- i)X. , (p,X.) = o; 

la prima condiziooe, teaendo coato della secooda^ ci mostra che 
deve essere : 

^*(*t)Pa = (^— 0^,* 

cidi: 

^i('s) = 0, ... X,(*.) =z o, (s — 2)X,(*a) = o; 

deve dunque essere 5 = 2. Se dunque un gruppo ha la forma (^) 
per esso 6 certamente f = 2 ed 6 possibiie condurlo alia forma ca* 
Donica (i c). 

III. 

Supporremo d*ora in pot x >* 2» ed assumeremo come forma 
canonica pei gruppi che vogliaroo studiare la : 

(6) ip, + $'*,p. + 5"*.p, + i^^x;. 

Cercheremo con ulteriori cambiamenti di variabiii di ottenere 
4clle ^rmc sempre me^lio de^nite; prima per6 gsscrviamo cbp U 



sole trasformazioni di cui possiamo oramai disporre senza cangiare 
la fonna canonica di X^ , X^ soao le : 



(G) 



*4 = ?(*4 » • • • *•)> • • • *• = ?«(*4 > • • • *J 



C?> i'f f 4 » • • • f It funzioni arbitrarie dei loro argomenti) 

Tutte queste trasformazioni formano un gruppo che iodicheremo 
con G. 

IV. 

In questo numero mostrerd che la natura di X, , avuto riguardo 
alle variabili x^y x^ h perfettamente determinata. 

Una prima condizione cui & soggetta X, 6 la (X. X,) = a X, ; 
questa si scompone nelle n — i condizioni seguenti : 

X.[X,(jc,)] = aX,(*,) 

dalle quali si trae, poicbi X, = x^p^ : 

X,(xJ = ^Jcr,(*,, ... O 



^,('«) = *J^.(*i f • • • *•)• 



Una seconda condizione per X, si trova osservando che col 
combinare successivamente ia X, con X, si deve trovare, dopo un 
numero finito di volte, un risultato identicamente nuUo. Si hg iR« 
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&tti daUe (4) : 
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(7) (^.^,)=^M^4» (^.^4)=^M^5»-(^«^'-«)=^M-.^*> (X,X,y=0. 

Per vedere che profitto si pud trarre da questa circostaoza con- 
sideriamo ia prima delie equazioni precedenti. Essa equtvale alle 
n — I coDdixioni : 



(8) 



^i,|'^4('t)— ^•■J^ 



t„X 



.W = ''!(l5-'') 






Si vede dunque che la trasformazione c^^X^ si ottiene da X^ 
aumentando tutti di una unitlk gli esponeoti di x, , e variando ccm 
una certa legge le funzioni 9. G>n un procedimento identico si pas- 
serk da c^^X^ a c^^c^X^^ e cosl via. 

Si trova infine^ dalla penultima delle (7): 



(9) 



^«.I^M • • • ^M-l ^•(*i) = K 



^•kI^J^ • • • ^> 



-^^^» 



dxr 



*M *M • * • *»t»-l •*»(*|) — 






-(/- 






x.(*0 



= j,«^!25* 



• d*p 



*w *M • • • *M-l •**(''W — ^C^ ijj»-i 
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e dall* ultima delle (7): 



Queste equazioni d dicono che le 9^ , 9, , . . . 9. sono fun- 
zioai razionali intere rispetto la variabile x^; le tr, , 9^ , • . . 9. 
sono ai pii!i di grado s — 3, mentre u^ h al piA di grado s — 2; i 
coefficient! delle piii alte potenze di x^ in tr, , 9, sono eguali. 

Noi possiamo dunque scrivere la trasformazione X, sotto la forau: 

in cui C7 = x^p^ + x^p^ e con T si indica una trasformazione : 

T = «,^, + «4^4 + . . . + «.^. 

i cui coefficient! sono polinomi di grado / — 3 al pi& rispetto Xy 
In virtA delle (8) sar4 allora : 

(80 X, = f..,X, = *J(<U+TO 

in cui si 6 posto : 

Adoperando delle notazioni analoghe per le derivate seconde, 
terze, . • . rispetto Jt, si avr4 : 



^ = .^,*^ ... *^ A, = *r(<^>cf + !<'-«). 
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Per ci6 che si 4 visto, tanto tyj*"'^ quanto pkJ'^\ «J'"'\ ... aj*^^ 
saraoDO funziooi delle sole x^ . . . x^. 

Sono ora da dbdnguere dtversi cast : 

I* Caso.— tyj'""'^ fc identicamente nulla come anche «J'~'\ 0)n 
una trasformazione del gruppo G (n^ III) si pud portare la trasfor- 
mazione ^^^^p^ + . . . + *i'""'V« *^ ^°* qualunque fonna cano- 
nica /^. AUora X, assume la forma : 



a® Caso. — Sia fs^^^^zno, «J*"'^ dtversa da zero; c supponiamo 
dapprima : 

AUora con la trasformazione: 



(10) *:=[«<-«>r'*., *;=K-'>r'*,. <=*„...*:=*., 

dd gnippo G, si potii condurre ^, alia forma : 

3* Caso.— Se non tutte le «J*""'\ . . . aj^'^ sono nuUe si potri 
dapprima con la trasformazione (lo) rendere a^'~'^=:i, poi con una 
trasformazione tra le sole jc^,...x, condurre «J*"'V4+ •••+*•*"' V« 
ad una forma /^ presa ad arbitrio. Sicchft ^a : 

Suppomamo ora finalmente che sia o^^'^ diversa da zero. Si 
pu6 scrivere X^ in questo modo : 
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Prendiamo iatanto : 

X, _ *, + ^=^ 

e si zYtki 

X, = <-'«r<-'>(*,p, + V,) + ... ; 

con la trasformazione : 

si otterri la forma : 

4^ Caso. — Aocora 4ue casi possooo presentarsi. Se h a^^zziO^ 
• • • a|[^'^ = o si ha la forma canonica : 



5* Caso.— In tutti gli altri casi si potri portare la «J'"'^P4+... 
...-}-a|['~'')^, ad una forma canonica /^ scelta nel modo piii conve- 
niente. In questo caso dunque, che h tra tutti quelli considerati il 
piii generate, si ha : 

Riassumendo : 

Teorbma ni. — La trasfarnuu^ione X, si pud sempre con un cam- 
biamento ii variabili portare ad una forma in cui non vi sia piu nulla 
di indeterminato. Astraendo da un fattor nunurico (d*altronde ben de- 
terminato) le forme canonicbe a cui si pud condurre X, sono : 

(Q *;-(^, + i^ 



200 PAOLO MBD0LA6HI. 

ia cui /^ h una trasformazioae nelle x^^ ... x^ che possiamo imt- 
ginare sotto una qualunque forma canontca. 

Se fosse, p. es., sz=zj, converrebbc prendere I^=p^ e si avrebbc 
il risultato: 

/ gruppi del terio ordint sono riducibili alVuna o I'attra delh 
forme canonicbe : 

5a + V^.P. + V'x^p^ + V"<{xj. + *,A) 

lp^ + l'xJ^ + V'X.P, + V"<P, 

^p^ + Vx^p, + v'x,p^ + r''*:o>, + ^) 

5a + 5'x,p, + V'x^p, + 5'''x:(Ar.A + *, A + A). 

Quaodo un ^uppo si pu& portare ad una forma canonica in cut 
non entrino che le variabiH x, , . . . x^ si diri che fc riducibile 
air/f^. Allora considerando anche i risultati del n® a : 

7 gruppi dtlVordine s, per s ^^ 4, xdiio riductbili alVR,^^. 

To mi occuper6, d*ora in poi, esclusivamenie dei gruppi per cui 
s^ ^. Per quel che si i visto basteri aver determinata la forma 
di X^ perchi \e X^^ X^^ . . . X, siano anche esse determinate; per 
questa rapione e per brevity di scrittura io rappresenter6 un gnippo 
con la sua X^. 

Occorre, prima di terminare questo capitolo, fare una osser-* 
vazione. 

Se si eccettuano i tipi (E) (B), per arrivare a tutti git altri non 
' 6 stato necessario giovarsi della trasformazione : 

del gruppo G. Noi supporremo perci6 che questa trasformazione sia 
stata gtii adoperata per privare il polinomio u^ del termine senza x, ; 
ci6 che h evidentemente sempre possibile di fare, tranne nel caso 
in cui u^ h una funzione delle sole x^ > • • . x^. 
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V. 

Prima di studiare partitamente le diverse categorie a cui siamo 
stati condotti nel numero precedeote giova fare alcuae considera-^- 
zioni geaeralt suUe condizioai (4). Queste non sono evidentemente 
tutte indipendenti tra loro. Supponiamo di avere prese X, , X, , X^ 
in modo che sia : 

(II) (X.X.) = X„ (X.X,) = aX, 

ed introduciamo altre trasformazioni X^ , X^^ . • • X, definite dalle 
equazioni : 

0^) ^i^i = (^,^*-.)- #=-4....' 

FormaDdo la identitlk di J a cob i con le X, , X^t X^ si tiova 
che i: 

(X,X.) = (i-i)X,. 

Supponiamo ora che sia : 

(a, a^ = Cj^ X^ ; 

formando la identitii di Jacob! con le X^^ X,, X^ st tiova la pa* 
rentesi (X^X^) espressa mediante X^^ si trova dunque la relazione 
(X^ X^) =ze^^X^ ; ma non h possibile ottenere da queste altre tra 
le(4). 

Supponiamo ancora che sia (X^X^)i=ze^^X^i col solito mezzo 
della identity di Jacobi si trover^ che questa condizione porta di 
conseguenza le altre : 

(a^ X^ = e^^ X^ , (a J X^ = c^^^ Xg , (Xj X^) =r Cy^^ X^. 
In generale dalle relazioni: 

^$nd. Qirc. MaUm»f t XII, parte i\— Stampato il 2} aprile 18^8. 9$ 
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si possono ottenere tutte quelle reUzioni (4) per cui i + x^ik + i 
e nessuna di quelle per cui i + x^ 2k + i. In particolare se 
fin^i-^^ + I Ic cofidixioni (13) insieine con le (11), (11) for- 
niMQ jmi siaicma ieqmvalente a (4). 

Alle (13) tonit opportune soscituire ii sistemt equivalente : 



(14) (X,X,)=o, (Z,X,_,)=o, iX^X,_^^)=x^,^X,f ...{X^X^:zXy^X^. 

Che questo venmente oquivalg^ al sistetna (13) si dimostra ri- 
correndo alia identity di Jacob!. 

Nei OHmerf precedent! abbiamo g\k determinate le X^^ X., .•» X, 
in modo da soddisfare alle condizton! (11), (12): restano dodquft a 
studiare le cond!z!oni (14). In questa Memoria !o consldero dap- 
prima la cond!z!one (X^ X^) = : come vedremo, basterii questa per 
determioare tutti t grupp! delle class! (A)^ (£), (per detenninare 
quindi tutt! i gruppi !n R^); per le class! (C)» (Z7), (£) si arriva a 
dei risultati che mettono bene in vista la dlversa natura dei gruppi 
corrispondenti. 

VI. 
Omppi delta classe {A). 

G>nservando le notazioni del n** IV & : 



ts<-') = o, T<-'> = p, , 



quindi : 



^» = '»M-4*P + • • • + "«.< 



3 



5 =7^71 + «M-4*r + • • • + "S.. 



'4 = ''*^4*r + • • • + *» 



4.0 



•^ — "m-M*! "T • • • T "^,9 i 



stii GWPln noiiotFi al Giiipfo di fiirrB, sfc. iit^ 

la condizione (X^ X,) = o si scompone nelle seguentt : 

quindi : 

Per le (8') (a* IV) si avri : 

X^ = xl.{s — 2)a^p^, X,=:o, ... 



quindi i =: 4 e poichi X, = x^^p^ sari fl,^ = — . 

Not possiamo disporre delta trasformazioae (g) (n^ IV); pren- 
diamo dunque : 

Xj =: Xj. -7- 0|,o* 

SoDo ora da distinguere due casi; se hi 

fl^ = o, ... a^ = o 
si ha il tipo 

se Qon ^^^4^/4 + • • • + ^..o/* idendcamente nuUt si puiir imigi*'* 
nare portata alia forma -^, e si ha il ti 



2 ' tipo 

Dunque : 

Teorbica IV. — / gruppi delti^ clasn {A) sono due soltanto, f n- 
trambi del quarto ordint. Essi sono riducibili rispettivamente aWR^ 
ed^ €WR^ 
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vn. 

Oruppi deUa elasse B. 

Per quest! gruppi h «rj*"'^ = i, T^*"*^ = o. La con^zione 
(X^ X^) =: si scompone nelle segueod : 

• 

Dalla prim* delle condixtoni precedeoti si ricava: 



(doTcndo essere aoche s']['~'^ = i); dalla seconda si avrebbe : 

e dalle altre: 

{Af A^f . . . A, fuDziont di jc^ • • • jcJ. 

Potcbft a^ 9 oe^ , ... a, devono essere fuozioni razionali intere 
di X, sari ^1 = o» ^1^ = 0, ... A,=zo. Quindi finalmeDte : 



X-' 



^j='«r±7i('«^« + Vi) 



e per le (80 : 



^4 = ^Jtzt;!! (*.A + *,^,)- 



Osserviamo che ft (X, X^ = o, quindi 3+4>x+i, il nu- 



&m ckwn isdiioKfi aL Gkupto bi furrB, fif£. io$ 

mero s noa pu6 dunque superare 5; esso pu6 d'altra parte assumere 
dascuno dei valori 4, 5. Si hanno cosi due gruppi rappreseotati da: 

Teorema v. — / gruppi delta classt (JB) si riducono a due tipi 
deU'ordine rispettivamente quattro t cinque. Entrambi sono riducibili 

vin. 

La eofuUadane {X^X^) = o. 

Per gtungere at teoremi IV^ V ci ft bastato considerare la con- 
dizione (X, X^) = o. Vedremo ora a qualt risultati conduce questa 
condizione pei gruppi delle altre tre dassi : giungeremo cost a tre 
serie di formole cbe saranno il punto di partenza delle ulterior! 
ricerche. 

Poniamo : 

«4 = «4^,*r' + ^4.«-4*P + • • • + ^4.0* • • • 

La trasformaaone T = ot^p, + ... + a,p. si pu6 porre sotto 
la forma: 



T = 2*?A 



essendo: 



K — H^Pt + . . . + a^p»> 



Coa qucste nocaziooi, e prescindendo da un fatior numcrico 



La coodtzione (X, XJ = o ci conduce allora alia equazione : 

+w.(t'^_) + «^(JU) + (Ti^,) + (*— i)w,i^ — a«^T=o. 

In questa equazione devobo essere separatamente nulli i coeffi- 
cient! di p^t Pyt"'p,> U coefficiente di p^, eguagUato a zero»iU: 

'»,t7(a^,)~«.-,U(w.) + T(a^- i^,(«.) + (^- 3)t».«^ = o, 

poichft a^, i una funzione delle sole x^ , ... x, sari U{a^^ = o, 
quindi infine: 

(i5) T(a^,) — I.^,(w,) — a^,t/(iyj + (* — 3)w.«»^ = o. 

Si ha pot : 
(i6) ».(l^I^) + «^,(TI7) + (TI^) + (i- iKI^,-2«^T=o. 

Osserviamo cbe: 



(TU) = l*^(V/*,-(*^^ 



(TI^) = X ^UC^.^^,) - (f^ + i^, (',). VJ 



convenendo che sia L,^ = o. 

La (i6) dovendo essere una identity, saranno nulli i coeffidenti 
delle diverse potenze di x^ ; si hanno dunque le x — 2 condizioni 
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tegoenti: 

+ (x — i>,,I^ — 2*^,1.^ = o 

(f^O, ... 1 — }) 



[(£^1^) = (|t + i)fl,^ V. + 0* + 2)«^ I^ + 

(f aO, ... i — J). 



CI7) 



Queste relaziooi si sodo ottenute senxa che ct preoccupasstmo 
delta natura dt a^^ , j,^,^ » . . . ; esse valgono per tunc le cinque 
dassi del Teorema III. 

Vediamo ora co^ si semplificano per ogouna delle tre dassi 
(C) (D) (£) che ancora ci restano ad esamioare. 

Classb (C).— Essendo a^, = o, fl,^, = . _ y i L^=Ps + ^ 

(a meno di un fattore comune inessenziale) la (15) diventa: 

e questa si soompoae nelle s^uenti : 
(18) 

Sono ora da distinguere due casi : 
se fl, = 0, fl, = o, ... n,^ = o allora rcsta /^(O = ^J 
se non tutte Ic n, , a, , ... ii,_^ sono nullc, si h veduto (n** IV) 
che si pu6 rendere a^ = o, ed allora per le (18) h anche 

II, = o» ... tfj^ = 0. 
La equazioni (17) divengono: 

(19) (L,L^) = I, + n,^, + (s- i)a,L^y 

(20) (i,^i,^,) = ((* + V- (,. « I, . .. / - 4) 
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Supponiamo che sia a^ divcrsa da zero; se fosse ^,,^=0 sarebbe 
anche per le (20) tfj^|^.,=o, ... a^^^z=o contro le ipotesi. D'altra 
parte, disponendo della trasformazione jr^ = Xj + t(^4> • • • \) si 
pu6 sempre fare che sia a, ^ = o tranoe quando h coDtemporanea- 
mente a^^ = 0, a^^ = o, ... tf^* = o. Si deve dunque avere 
cL^^^=o, . . . a^^'^=o» e si ricade quindi sui gruppi della dasse 
(A). Si ha dunque il risultato: 

Teorbma VI. — Pei gruppi della classe (C) si pud fare in modo 
che sia 9,=:o. Le L^, L^^ . . . £^^ sano allora legate tra lore dalle 
rela^ioni : 

(ax) .(^,*^.-,) = (t^ + 0^M-.» l* = o» «»••• '-4 

fissata dunque L^ sono perfettamente determinate L, , • • . L^^ e 
quindi la trasformazione Xy %^ 

Classb (D).— Qui *: fl,., = o, ^,,.3 = 0, 1^,=/^. La (15) 
diventa : 

le (17) divengono: 

(ip./4) = (^— 0^^4» 
poichi /^(^o) = o, /^(tf,) = 0, ... /^(fl^ = o, poniamo 

e si avr^ : 

(22) (Pj,/,) = (i — 0/4- H^ = o. ». ••• ' — 4 

Classb (£).— In questo caso & j^j=i, flj,_j=o, L^j = /^. 
La (15) diventa : 

e le (17) divengono 
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poichi (L^U) = ^}.(i^} 9 si possoDo scrivere queste relazioni nel 
modo segueDte : 

r(isr,) = (i-3)rsr. 

posto r = 17 -f /^. Poniarao ora : P^z=:L^ — a^ /^, ed osserviamo 
che h 

allora : 

(23) (^,.^) = (t^ + 2)P^. li = 0,...i-4 

Le relazioni (21), (22), (23) mostrano la diversa natura dei 
gruppi (C) (!))(£). 

Se Doi volessimo ora studiare i gruppi ia R^^ le relazioni (21), 
(22)9 (23) basterebbero per determinarci la natura di X^ rispetto la 
variabile x^\ resterebbero solo a determinare certe costanti. Questo 
sarJi Toggetto di una seconda Memoria. 

Roma, I febbrajo 1S98. 

Paolo Mbdolaghi. 



Reni. Ore. MaUm,^ t« XII, parte x*.— Sumpato il a magglo 1898. 37 
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SUI METODI D'INTEGRAZIONE PER UEQUAZIONl 
DIFFERENZIALI CON DUE VARIAglLl INDIPENDENTI. 

Nota del Dr. Pietro Burgatti, in Roma. 



AdvoABsa d«l 10 tprile 1898. 



L*equazioni differenziali con due variabili indipond^nti htnno 
dato luogo in quest'ultimo trentennio ad un gran numero di lavori 
importanti, che ora si trovano raccoiti e coordinati nei due volumt 
della magistrate opera del sig. Goursat < Le^ns sur lUntigration 
des Iquations aux dirivies partiellts du second ordre h deux va- 
riables indlpendantes •• L'Autore, ponendo a fondamento di tutta la 
teoria la nozione di caratteristica, h riuscito a dotare i metodi d'in- 
tegrazione di una grande flessibiliti, per cui si adattano facilmcnte 
ai numerosi e svariati problemi che si presentano nelle applicazioni 
geometriche. Quindi una trattazione che da quella si discosti, non 
sembra nel momento attuale necessaria nh opportuna. Tuttavia, se 
Tesposizione di una forma piii facile e riassuntiva di una teoria, la 
quale rireli, per cosl dire, la potenza dei mezzi ideati» pur trascu- 
rando i particolari e le applicazioni, pu6 illuminare la mente e pre- 
pararla a nuove ricerche, io credo che Ic brevi consideraziont qui 
svolte potranno essere di qualche interesse. 

Mi propongo di mostrare che i metodi d*integrazione di La- 
grange, di Monge c di Darboux per Tequazioni di6ferenziaU 



1« 



li. 
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due vtriabilt tndfpdlldenti mpondono a qucsto enUndato iA 
lema : £ possibile porre Tequaziona proposta^ od una df quA\€ 
si deducono da essa per dcrivazione, sotto forma immediatamente 
Srabila^ facendo uso d'ud ixioltiplicalofe ? 

Si suppofid nota la t^oria dell^eq&aziofii lineafi (fod pid varia- 
indipendenti e dei sistemt completi. 



I. G>nsideriamo una equazione non lineare del primo ordine 
la forma : 

^^ F = p+f(x,y, ^, y)-o. 

(d F\ 
y—J \i detivatal totale rispetto ad y, pensando 

^^oi ^, p, q funzioni di x ed y, vediatno quando i possibile I'i- 



O) 



^{dy)-{dx)\dy) \dy)\dx)' 



essendo p, fi e v funzioni di x, y, ;;, q. Quando essa sussiste, tutti 
gli integrali di F = o sono imegfali di 

ove ^ & il simbolo di una funzione arbitraria. 

Ora la (2) si sciode neirequa^tOQi del ststema seguente : 



(3) 



ove 



'~\dy)dq dq\^) 
\3r-]t \t~) rappresefttano le derivate parzialt rispetto ad Jf 



{ 







f 









i^ /»• 












ia ii 



It nn. 



k 
(5) 



=(H)- 






£ 
<? 



o^ 



grUTTiXf 



f'07/ Vox/ \3»/3f ^ 



la coa!*, svil-jp^ita, cctcdde co'.Ia occa ccnanoce ii Ligrange. 
Ora, soitituendo a (|^j I'cspressioae (^)_|l(|jj ed 

a!Ic altrc dcrivatc rispctto ad x cd jr chc tgnrano in qcesLi cqoi- 
ziooe Tcsprcssioni analoghc, 4 facile vcdcrc chc per il sbtezia F=o, 
9 = cost, risulta soddisfatta la condizionc d'iniegrabr.iii. Ondc si 
conclude che riniegralc cotr.plcto dclla proposta si octeni eliminando 
} fra Tequazioni v=. cost. = a e a = y(fl) = i, dope aver 
nato p mediante la F = 0. 
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2. Passando aU'equazioni del secondo ordioe, consideriamo dap- 
prima quelle della forma di Monge-Ampire : 

(4) Hr + 2Ks -i- Lt + N(rt — /•) + Af = o, (N^o) 

• 

H, Kf £, N, M essendo funzioni di x^ y^ ^% p ^ q* ^ possibile de- 
terminare tre funzioni p^ ii, v i\ x^ y^ :i^ p t q in guisa da soddi- 
sfare identicamente Tequazione : 

Quando ci6 avviene, tutti grintegrali della proposta sono inte- 
grali deU'equazione del primo ordine 

ove ^ h una funzione arbitraria. 

Perch& la (5) abbia luogo devono essere rispettivamente uguali 
nei due membri i coefficienti di r, x, /, r/ — s*\ cio4 

„ _ /d «\ d t> /d «\ if! . (^j\ i!f __ /^N in 



(0 



2p 



^"-{dyjdp \dy)dp 
J. /dii\ dv /dv\du 

^ dpdq dqdp^^' 



(*) I 7— I e I 3— 1 rappresentano le derivate parziali rispetco id x ed y 
quando si riguardano I, p, q come funzioni di queste variabilis 



I .t 



1. 
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MoltipHcando la terza per N e sostitueado a p iV U tut cfpres 
sioae, si trae : 



ctoi: 



(7) 






•^5 \'n ^=^ 



ove X, & una funzione da determinare. Operando nello stesso moi 
sulla quarta delle (6), si trovano ie due equaziont 



(70 



"(1^)- 



<U)- 






esseodo \ uti'altra funaiooe da determinare. G6 posto, ricaviamc 
da queste le cspressioni di (^j , (^) , (^j , (^j e andia- 
mole a sostituire nella prima e seconda dette (6). Aliora spariscoM 



• • • 



tutti 1 termini m ti, v e st trova : 



le quail esprimono che \ e Xg $ono le due radici deU'equazione 



(8) 



X* + 2KX + (HI — Af2V)=o. 



Quindi si cooclude : Percbi abbia luogo la (^) k iMceasaria < 



/ 
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basta che u t v sieno due ^olttzioni di uoo dei sisteioi : 



w 






"d^h'-n-^-u^" 



^©-^■5i-«i^,=°. 



i quali si ottengono Tuno dall'ahro scansbianUo \ coo \. Essi coin- 
cidono con quelli che si dedocooo col metodo df Mooge. Se uoo 
di questi sistemi ammette un solo integrale fi = cost., questo i un 
integrale primo deU'equazione propoett. In&ui» eliminando le deri- 
vate di u fra il sistema in parola c U equaxsont 

/du\ . du . du 

\J-y) + Tp' + T-q* - ""' 

si trova Tequazione (4). I sistemi (9) sono completainente studiati 
neU'opera citata del sig. Goursat. 

3. Consideriamo adesso una equazione qualunque del secondo 
ordine risoluta rispetto ad r : 

(xo) F=r +/(*, y, If p, q, s, t) = 0. 

Si domanda : £ possibile determinare tre funzioni p^ «, v di 
^1 y* li pi It ^f ^ in S^^^ i^ soddififare identicamente Pequazione 



CO 'i^)=mQ-(j7)(i-^) 



? 



UfuagliiaQdo net due mepibri i coefficienti delle stesse derivate 
terze, si trpva che devono essere verificatc Tequazioni seguenti : 



it6 



(12) 
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^Q=a(i7)-(i5)(§-:) 



^~~ds \dy) 






= ( 



dlcJds 



S7\dy) 

KTiJds "^ \dy/d7 



-( 



3 u \ dv 
dyjdi 



df _ fdu\dv_ /dv\ d u 



= 



du dv dudv 
Js dt~dTd7' 



ove le derivate fra parentesi vanoo calcolate pensaodo ;^9 p, q fua« 
zioni di x ed y. Dall'ultima si trae : 



03) 



du ^ du 

dt — 'ds' 



8£ ^ dv 



essendo \ uq moltiplicatore. Per determinarlo, moltipltchiamo la 
seconda per X,, la tcrza per — i, la quarta per -r- ^ sommiamo, 
quindi facciamo uso delle (13); si trova subito 

ds + X, dt +^-°' 

dalU quale risulta che \, h uaa radice dell'equazioae 



(14) 



ds ^ dt—°' 



Ci6 posto, elimioando p fira la seconda e quarta, si trae 



df[/dv\du _ /d «\a t>1 _ - r/d u\dv _ /dv\du'] 
dt[\dy)ds \d y)ds\- ' [\d x)d s \d x)b s\ • 
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da cut 



^M^)^^.m\Mr>{UhHr^W 



ossia 



(IS) 



|l^(lj)+»-(l^)-'^l7" = ° 



essendo K un moltiplicatore. Esso si determina considerando la 
prima dclle (12). Sostitucndo Infottl a fit— ) t f jr-j Ifc espfes^ 

sioDi che St deducono daU'equazioni preCcdeotii fti trova, dopo al- 
cune riJuziooi, 



'^-■(li) 



Quindt le (15) diventano: 



(§^)+^^)-(^^-=» 



dy/di 



notando che -r- ^ ^ uguale alia sedDftda radice \ della (14). 

Da tutto ci6 si conclude: Affinchi la (11) abbia luogo ideDti- 
camentc, le funzioni fi e t; devono essefe due integralt del sbtema : 



(16) 



89 ^ d? 



iU)-^^-C^H 



%y^=- 



Rend. Circ. Mattm., t Xn« parte i*.— Stampato il a fiu^ 189S. 
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o di quello che si ottiene da questo scambiando \ coa \ e che 
diremo sistema (i6'). 

Sono le stesse equazioni z cui si giunge col metodo di Dar- 
boux per la ricerca degli integrali detti intermediari (*). 

Sieno u e v due soluzioni del sistema (i6) o (i6'); allora per 
la (ii) si ha che tutti gl'integrali di F = o sono integrali di 

^ essendo il simbolo di una funzione arbitraria. Di qui si traggono 
tutte le conseguenze ben note. Osserviamo inoltre che, se indtchtamo 
con u una soluzione del sistema (k6) e con w un'altra del sistema 
(i6'), eliminando \ e \ si ottiene : 

(du\ do; /du\du; /^\ d_udtv 
a^y dT + \dy)~dT [jy/dlTT — ^ 

( dfv \ du /du;\du /3/\ du dw 
dT/d7 + \Jy)dt [d^JdJ ds — ^' 

da cui 

/ \ /du\dw , /du\dw /dw\d u /dw\du 

Moltiplicando poi la seconda equazione delle (i6') per -3— , la 
la seconda delle (16) per ^ e sottraendo si trova : 

( du \ dw /dw\ dji ^ d_w /3t<\ _ du /dtv\ 
dx) dt ~\dx)dT'^^''dT\d^) 'd7\dj) 

, /8/\ rd u djv d u du/T 



(^) Vedi G 6 u r s a t : t Lemons sur I'intigratiQnf ecc », t. II, pag. S4. 
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Ma 

^ dtv ^, dtu do; d£ dwdf 

*dt~ * d7~'d7d7 ~ dTdT 



1 ^^ _'i^tdu _dudf dudf 
•d/~ "d5 —dtds ds di' 



quindi 



dx) dt \dxjdt\ "*■ ds Idt \dy) dt \dy)\ 

df rdu/dw\ dw/d u\l /df\[dudw dudwl _ 
"*"d/ lds\dy) ds \dy)\ "*" \dy)[di ds ds dt\—^' 

Questa equazione e la (17) rappresentano le condizioni affinchft 
il sistema 

F = o, uz=z cost., w = cost. 

sia completamente integrabile, come dimostr6 il sig. K6nig; talchi 
la conoscenza di fi e t^ portano alia determinazione di un integrale 
completo della proposta {*). 

4. Se requazioni dei sistemi (16) e (16') non banno soluzioni 
comuni o non ne hanno in numero sufficiente per determinare quel- 
Tintegrale della proposta che si desidera, si pu6 considerare, ia 

(d P\ 
-^— ji la derivata seconda, od in generale la derivata 

d'ordine n — i. Allora, ponendo 



dx'dy 



7 = Pr.i 9 



ed osservando, come dice il sig. G ours at, che le p^, si possono 

(*) Kdnig: tiThtorie dtr partullin Differ eniialghicbimgiH \w$iUr Ordmmg 
mit iwii unabbdmgigM Variaheln ». Math. Ann., Band X!XlV. 



esprimere mediame le p^^ , ^,,. in virt6 delli i^=o, si dovrk c 
care se t possibile soddisfare identicamenti; I'cquazionc 

COD [fc funzioni f, u e v d\ x, y, i, p^,, ... p^,, />,^, ... p,^ ^ 
Se ci6 avvieae, tutti gl'integrali di F=o sono integrali di u = <{>(0}, 
ove 'J' 4 il sintbolo di funzione arbitraria. 

I ragionamenti ed i calcoli sono identic! a quetU sviluppati oel 
d' prccedcDte : onde si conclude che la (iS) sari una identity 
quaodo « e v sono due soluzioni del sistcnia : 



m^^0-&) 



tU:)J^^C 



^A..-." 



di quelle che si deduce scambiando X, con >, , ove >, e X, s 
ancora le radici della (14). 

Le consideraiiooi qui svolce pongono dunque la chiiro cho ] 
metodl d'iDtegrazrone dovutt a Lagrange, a Monge e Difjl 
boux trovano la loro origine in una idea molto elementare e < 
fu gii da tempo invocata per I'equazioni alle derivate ordinariea 
dare cio^ alt'equazione proposta, o ad una di quelle che si 
dHCono per derivazione, una forma imtnediatamente intcgrabile 
cendo use di un moUiplicatorc. 

5. Laguerre, in una memoria che risale al 1876 (*), die< 
alia nota tcoria deU'equazioni di Monge una forma elegantissioiftfl 
Essa Don fu abbastanza considerata dai oiatematici che posteriol 
mente s'occuparono dell'argomento, forse perchi scmbra a prin 
vista tutta propria a quel tipo d'equazioni. 

Ma non b cosl : anche il metodo di Darboux pu6 nvesit 
una forma ugualmente elegante. 



(■) Nouvellei Atuules, a* tirlt, t. XII. 
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Laguerre osserv6 che Tequazione di Monge si pu6 porre 

« 

^ due maniere- diverse sotto la forma 



o r s 

a I s t 

= 0, 
abed 

« p y 8 

e di qui trasse tutte le conseguenze a cui conduce il metodo di 
Moage. Farimente, considerando I'equazione (lo) del secondo or* 

(J I7v 
-T — J si pu6 porre in due 

modi sotto la forma 



dr ds 
dy dy 

ds dt 

01-5-3- 

dy dy 

a p X (& 

a h I 

prcndendo ot=p=;:o, / = o, pi = fl=i, > = — >,, * = J^» 
m = — -I— ( ;) )> ove \ e \ sono le due radici della (14), oppure 

«=:P = / = 0, |x = fl=i, X = — >,, * = X,, m=: — y-^glj. 

La stessa osservazione vale per una derivata d'ordine qualunque. 
Aacbe di qui, seguendo Laguerre, si possono dedurre le conse- 
guenze alle quali conduce il metodo di Darboux. 



Romav s aprile 1898. 



PiBTRO BURGATTI. 



121 



k. • 



*■•" 



hK 



SULLE IPOTESI CHE PERMETTONO UINTRODUZIOKE 
DELLE COORDINATE IN UNA VARIETA 

A PlO DIMENSIONI. 

Nota di Federigo Enrique 8, in Bologai. 



AdoMut 4eU*t • aa a^gf^ *'9** 



£ grande merito di R i e m a q n di avere rilevato come i coo- 
cctti dclla gcncrale teoria dcll'estensione (tcoria della conncssionco 
Analysis situs) costituiscano il fondamento di tutte le Doziooi geo- 
ni'!iriche; cosicchi appunio nella teoria deU'estensione haoDO originc 
comune i due granJi iiidirizzi moderni che conducono a poire i prio- 
cipii della Gcomctria partenJo da una variety in cui i data unad^ 
terminaziono mctrica (Ri emann, Helmoltz, Lie, ...) ovveroda 
UDO spazio proiettivo in cui sia (issato un assoluto (Cay ley, 
Klein,...) (♦). 

Ma i principii della generale teoria deU'estensione, non sono 



(•) Alcuni tentativi recenti che, per varie vie, tendono a stabilire la Gco- 
mctria proiettiva inJipcnJcntcnicDte dai principii general! della teoria delTesteo- 
sione (ordine dei punti della retta, continuitA, ecc.) inducono scnipre pib nella 
convinzione, a cui giik si ^ portati da ragioni psicologiche, che sia impossibile di 
riuscirvi; poich^ il resultato viene ottenuto soltanto ammettendo come postulati 
alcune proposizioni (che 6 piii giusto di riguardare come veri e propri teorcmi 
della Geometria proiettiva) prive di qualsiasi evidenza intuitiva. 
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■ stati, mi sembra, sufficientemcnte investigati; anzi nella maggior 
parte dellc moderne e pii importanti ricerche sui fondamenti della 
Geometria, cui si i poc'anzi alluso, si muove senz'altro da una va- 
rief'a i cui punti sieno rappresentati (in niodo continuo) mediantc 

1^ Coordinate. 

Quali sono i postulati die permettono di inirodurrc le coordi- 

I nate in una varieti a pii dimensioni ? 

Questo problema (cui accennano 11 sig. Lie ed il sig. Vero- 

[ Dcse) non ha ricevuto fino ad oggi alcuna risposta nel canipo della 

Ifura teoria della estensione. 

La generazione di una varieti w, , ad n dimensioni, indicata dal 

' Ricmann [variazione coniinua di un clemento per gcnerare una 
V, ("), variazionc continua di una i/, per gencrarc una v, , ecc] 4 
chiaramente insufBciente per ottenere una rappresentazionc continua 
della w, sopra una varieti numerica di n numeri, se nella w, (e cosi 
oclla serie delle v, generante w, , ecc.) non si in:magina data alcuna 
dctermlnazione mctrica. E, lasciando da parte le varieti v, per cui 
sono definite !e nozioni metricdc (**), la introduzione delle coordinate 
si cfTettua ogs} soltanto Del caso che 1a v, possa considcrarsi come unu 
spazio proiettivo (« ^ 3); i] che suppone, p. e,, per n ^ j, I'esi- 
stenza di un certo sistema 00' di superficie, laddove, per la gene- 
razionc di Riemann, interpretaia nel modo piii largo, sarcbbero 

Ldate in w, soltanto tre serie 00' di supcrticie (cfr. n" 14). 

I KoD t dunque fuor di tuogo la presente ricerca. La quale i 

dedicata quasi esclusivamente al caso delle varieii a due dimcDsioQl 
o superficie, perchfr da questo si passa con facile estensione al caso 
delle varieti a pti'i dimensioni. 

Noi precisiamo i pcstulati che vengono dati per la superficie, 
dalla generazione di Riemann, considerando il fascio dellc tince 
mobili generattici, ed il fascto delle iraieitorie del punt! di tali linee. 
Stabiliamo cosi, paitendo da due fasci generaiort, la definizione di 
una superficie (seraplicemente conoessa ed aperta) considerata in st 



Cfr. la definuioae della i<, 2I a" t. 

{") Cfr. per quelle : Burhhardt < Btitrdgt ja itii Unhriuehungm &b*r 
I Grundlagia dtr Gtomttrit ■ (Gdttiagen Nachrichten, 189}). 
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stessa rimpetto alia teoria dell'estenslone. E dopo avere defintto k 
linee, unisecanii quelle del fasci geaeratorl, sopra la superficie, dj- 
inostiiamo che ; 

Per oUenert la rapprtsenla^iont (conlinua) dti puntt dtlla suptr- 
ficie mrdiante due coordinate, basia ammeltere che sopra di issa etisia 
un ler^o fascia di linee, unisecanii U linee dti due fasci gentratori. 

II resultaio vieoe quindi esteso alle vancii a j dimensioDi (vedi 
d' 14). 

I. Occorre prima di tutto che ricordiamo come sia deBnita la 
variela v, ad una dimensione, linea (considerata in s^ stessa}. Li- 
milandoci a v, aperte (le sole che avremo occasione di cotuidc- 
rare) diremo v, una classt di ehmtnti alia guale appartengano due ot- 
dint continui, sen^a etementi estremi, I'uno invtrso dell'altro. 

La continuitii si suppone inirodoita col postulato di Dedekjad, 
indipendcniemenle da ogni determinazione melrtca (*). 

Allorchi rdemento di cui si tratta viene designate col aome ■ 
di •punlot, la V, viene chianiata * linear. 

Dalia d<:finizione della linea si traggono, come £ noto, le ele- 
mentari proposizioni relative a!la divisione della linea in due parti 
(0 lati) medianle un punio, ai segmenli ecc; quindi la nozionc di 
intorno di un punto, c di punlo limite d'un gruppo di punti. Di esse 
faremo uso, scoz'altro, nel segulto. 

Ci occorreri pure di rifcrirci al concetto di corrisponden^a uni- 
voca fra due linee /, m : corrispondenza per la quale ad ogni punto 
di / corrisponde un punto di m. Se la corrispondenza i uaivoca- 
menie invertibilc la diremo biunivoca. 

Una corrispundenza univoca tra / cd m la diremo ordinate, se 
a punti susscgueniisi di / corrispondono punti sussegucntisi di m. 
Sussisiono i seguenii teoremi : 

I. Se una corrispondenza ordinata tra 1 ei m i Invertibile, per 
Diodo che ad ogni punto di m corrisponda qualche punto di /, la 
sua iaversa i cerio una corrispondenza univoca (otdinata). 



(*> Cfr. p.e. IdmiaKota *;Sui fondowuna itlla Gconulrta proitlUvam. R eoiifc. 

Isiiiuio Lombardo, 1894. 
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Lasciamo la facile dimostraziooe. 

OssERVAZiosE — Una corrispondenza biunivoca ordinata tra 1, m 
h continua, nel senso che ad ogni punto P limite di un gruppo di 
punti su /, f^ corrispondere un punto P' limite del gruppo dei punci 
corrispondenti su m e viceversa. 

II. Se sopra una linea / si ha una corrispondenza biunivoca 
ordinata, nella quale a due punti A^ B corrispondano altri due punti 
A\ B\ per modo che B conscgua a B' nell'ordine {A A') della linea, 
la corrispondenza possiede almeno un punto unito. 

Questo teorema h in sostanza stabilito nei §§ lo, 1 1 della citata 
mia Nota • Sui fondamtnti della Geometria proiettiva » . 

2. Diremo varieth a due dimensioni v^ , una classe di element! 
la quale contenga due sistemi di t/, , a e &, per modo che : 

i) ogni elemento della v, appartenga ad una a e ad una &, 

2) tina a ed una b abbiano sempre comune un elemento (ael 
quale %*incontrand)y 

3) se a, y a^ sono due v^ del primo sistema, e si considerano 
piii • elementi susseguentisi di a^ t \t b che li contengono, queste 
incontrano a^ secondo tanti elementi susseguentisi; ed analogamente 
si dica per due b. 

Se I'elemento di cui si parla viene designato col noma di 
€ punto *y e quindi le v, , /i e t col nome di •/iiiff •, la v, verri 
designata col nome di superfine (scmplicemente connessa ed aperta), 
e potri essere indicata con F. 

Per le ipotesi poste, le linee b (e cosl pure le a), di cui il si- 
sterna per la condizione i) prende il nome di fascio, possono essere 
ordinate in due modi continui I'uno inverso dell'altro secondo Tor- 
dine dei punti in cui esse incontrano una a (o rispettivamente una 
b); in tal guisa i due fasci di linee a Q b appariscono come due v^. 

Diremo talvolta che il fascio dclle linee b h rifertto prospeitiva^ 
mente ad una linea a, quando ogni linea b viene fatta corrispondere 
al suo punto d'incontro coUa a\ si ha cosl una corrispondenza biu- 
nivoca ordinata tra il fascio e la linea. 

Diremo quindi che due linee fl, , a^ sono riferite prospcttiva- 
mente, se esse vengono riferite prospettivamente al fascio delle hi ecc 
Keni, Ore. M^Um,, t. XII, parte i\— Stampato II 2 giugno 1898. $9 
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Ci convcrr!^ pure di usare delle locuzioni di destra e sinistra 
per denotare uno degli ordini di una linea /% e quindi di tutte le 
altre, rifcrite prospettivamente ad cssa; parimente ci converri^ di 
usare le locuzioni di alto e basso per denotare uno degli ordini sopra 
Ic Iinee a. Cosi il lettore potii aiutare Timmaginazione raffiguran- 
dosi la F come ud piano verticale, su cui le Iinee b sieno le oriz- 
zontaliy e le a le vertkali. 

Fissate le cose nel modo anzidetto, se si prendono su F due 
punti P, P' i quali non si trovino su una stessa a o b, Tuao di 
essi si dovvh, dire a destra delFaltro, e cosi pure Tuno dei due sari 
pii!i alto deiraltro. 

Tutti i puDti di F che sono a sinistra, ovvero a destra (dei 
punti) di una data a, costituiscono una superficie (parte di F) 
soddisfacente alle medesime condizioni i) 2) 3) paste in prindpio: 

Lo stesso si dica dei punti che sono pii!i alti, ovvero pid bassi, 
di quelli di una data b. 

Se si prendono due Iinee a, « a, del 1° fascio e due Iinee b^ , b^ 
del 2®, queste 4 Iinee doterminano una superficie (parte di F) co- 
stituita dei punti intcrmedi alle a^^a^c alle b^ , b^ (superficie delimitata 

Se si prende un punto P di F, ogni superficie, parte di F, 
delimitata da due Iinee a^^ a^e da due Iinee ^, , ^, , che contenga P, 
si dirli un intorno del punto P stesso. 

Un gruppo di punti di F si diri averc per Hmite un punto P, 
quando in ogni intorno di P cade qualche punto del gruppo. 

Se tra due superficie (o variety a due dimension!) F^ P h 
data una corrispondenza biunivoca, questa corrispondenza si diri 
continua quando a punti di F aventi per limite un qualsiasi punto 
P, corrispbndono (su F') punti aventi per limite il punio P' che 
corrisponde a P, e viceversa. 

OssERVAZiONE. — Date due superficie (o varictli a due dimen- 
sioni) F, F\ in base alle sole ipotesi poste, non sappiamo porre tra 
di esse una corrispondenza biunivoca continua. In particolare non 
sappiamo porre in corrispondenza biunivoca continua i punti di F 
cogli element! della variety numerica a due dimensioni {xy). 

3. Un gruppo di punti di F potrii essere ordinato in modo da 
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costitiiire, consideraio in s& stesso, una iinea /, nel senso del n" t; 
nia non per questo esso dovri considerarsi come una Unea continua 
sopra la snperjicie F, lanto-i'it: un punio il quale sia limite di ua 
gruppo di pumi su / fn" 1) potrebbc non esser limite del medesimo 
gruppo di punti considerato sopra F (u" 2), o viceversa. 

Cos) p. e., se !a F ^ un piano (,xy), e si uniscono i punti ra- 
ziooali (ii una sua rciia y r= cost, coi punti irrazionali dl una pa- 
rallela, ordinando il gruppo oitenuto pei valori crescenti (o decre- 
scenti) di X, si ottiene appunto una variety ad una dimensione, che, 
riguardata in s6 stessa, lia tutti i requlsiti di una linca, ma chc non 
appare piu una linca continua relativ-iniente ai piano che la con- 
tie ne. 

Una varitfti v, di punti della F (divorsa dalle a, b) si definiri 
come una Unta elemtnlart (o, pii brevementc, Unto) sopra la su- 
perficit F, quando : 

1) essa ha un punio comuoe con ogni a e con ogni b, 

2) le linee a (o le b") die la incontrano sccondo punti susse- 
guentisi, si susseguono ugualmente nel loro fascio. 

OssERV&ziONE. — Una lioea elementare k continua sopra la su- 
perlicie, nel senso innanzi accennato. 

Una Iinea / sopra F stabilises una corrispondenta biunivoca or- 
dinata tra i fascl delle a, b, ove si facciaoo corrispondcre una a ed 
una b che s'inconuano su I. 

Viceversa : data, ira i fasci di linee a t b, una cornspondenza 
biunivoca ordinata, il luogo dei pumi comuni atle linee a, h corri^ 
spondcnti, k una Iinea (ckmentare) sopra F. 

Una linca I sopra F divide la superjicic i» due parti, vale a dire 
di luogo ad una distribuzionc dei punti di F, che non apparteogono 
ad essa, in due cUssi. 

Appartcngono ad una parte i punti dj F chc sono a Jeslra di I, 
cioi che si trovano a destra deH'intersezione di I colla b che passa 
per essi; appartengono all'alira parte i punti a sinistra di I. 

In moJo analogo la b divide la F in due parti, di punii at di 
sopra e al di sotio di I, cioi ptii alti o risp. piCi bassi detle 
sezioni di / colle a passanti per essi. Ma It due parti^iioni son 
ticbt; cosi, se vi i p. e. un punto M il quale si trovi a sii 
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al disopra di /> ogni altro punto a sinistra di / sari pure al disopra 
di essa e viceversa, onde anche ogni punto a destra di / sari al 
disotto di essa. 

Infatti^ si denotino con Af, , Af, le intersezioni di / risp. 
coUe a, b passanti per M\ e si (issi su / I'ordine (M, Af^). AUora 
due punti P, , P^ di / si seguiranno in quest'ordine se P^ i pi& 
alto e piA a destra di P, y e viceversa (cfr. la condizione 2}. Se 
dunque P & un punto a sinistra di /, e sono P, , P, le interse- 
zioni di / risp. coUa a e colla b per P, sari P, a destra di P, e 
quindi pi6 alto di esso; perci6 anche P'(che & alia stessa altezza 
di PJ sari pii!i alto di P, , ossia al di sopra di /. c. d. d. 

4. Se sopra F si banno due linee /, /' ed eststono due punii P, , 
P, di /^ ia par/^ opposta di I, le due linee banno almeno un punio 
comune. 

Detenniniamo su / una corrispondenza biunivoca {P'P"^ coo- 
ducendo per ogni punto P di /Ma a e la t che lo contengono, ad 
incontrare / risp. in P\ P''. Questa corrispondenza biunivoca 4 or- 
dinata perchi i il prodotto di due corrispondenze ordinate (P^ P) 
c {PP''). 

Ora si con^derino le coppie di punti omologhi P,'P7f P[P^f 
che nascono dai punti P, , P^ di V. 

Fissato su / Tordine (P[P^) avremo che, in quest'ordine, P[ 
consegue a P^^ Infatti, se p. e. P, h al di sotto di /, e quindi pt{i 
basso di PJ , anche P'l h piii basso di P[ , mentre invece, P^ cs- 
sendo al di sopra di /, sari P[ pifi basso di P, e quindi di P^. 

Ci6 posto, applicando la proposizione II del n^ i, si conclude 
che la corrispondenza {P' P") sopra / ha almeno un punto unito^ 
il quale h comune ad / e V. 

5. Le proposizioni dei n^ 3 e 4 costituiscono il fondamento delle 
proprieti di connessione di una superficie (aperta, semplicemente 
connessa), considerata in sh stessa. Esse mostrano quindi come la 
generazione di Riemann, precisata secondo il n^ 2, permetta di 
STolgere le proprieti di connessione della superficie F. Ma tale svol- 
gimento pu6 esser fatto soltanto in via ipotetica, perchi nulla prova 



StJLLE ItoTESI CrtE PERMBTTOKO L*INTROt)0ZTONE, ETC. 21$ 

che F debba contenere altre lince airinfuori Ji quelle costituenti i 
due fasci generatori. Occorre dunque introdurre alPuopo qualche 
postulato esisteniiale. E not cercheremo di introdurlo, conformandoci 
alia nozioDe intuitiva che la linea mobile generatrice pu6 descrivere 
la superHcie F in pifi modi diversi, dando luogo cosi a diversi fasci 
di traiettorie. 

OssERVAZiOKE. — La definizione di una superficie conforme alia 
generazione di Riemann presenta appunto questo difetto (che non 
si riscontra nella definizione analoga della linea), che essa pone a 
priori in evidenza alcuni sistemi di linee che non sono distinti in 
alcun modo sopra la superficie. Occorrerebbe pertanto di liberare la 
nozione della superficie dalla particolare scelta dei sistemi genera- 
tori, introducendo il concetto di genera:^ioni equivaltnti che nascono 
I'una dall'altra mediante corrispondenze biunivocbe continue della 
superficie e conducono a fissare sempre nello stesso modo la divi- 
sione in parti della superficie stessa mediante una linea. 

Noi non c'inoltreremo in questa via che ci condurrebbe lontano 
dallo scopo segnato alia presente ricerca. 

6. Introduciamo il seguente postulato : Sopra la superficie F est-- 
ste un (j(r:[p) fascio di linee Cy diverse dalle linee generatrici tf, b. 

Secondo le definizioni precedentemente poste, avremo dunque : 
i) una c ha un punto comune con ogni a o h\ 

2) i punti di una c sono ordinati come le a, e come le h^ pas- 
santi per essi; 

3) ogni punto di F appartiene ad una c. 

Dairultima propriety (che h quella per cui si dice che le c for- 
mano un fascio) segue che due c non hanno alcun punto comune, 
e quindi che tutti i punti deiruna sono da una stessa parte delPal- 
tra (n^ 4). Se ne trae la possibility di ordinare (come intenderemo 
appunto di avere ordinato) il fascio delle c, in guisa che pii!i c sus- 
seguentisi incontrino una a o una b in punti susseguentisi. AUora 
il fascio delle c (come gi^ i fasci delle a e delle b) apparirli come 
una v^. 

7. Riferendo prospettivamente i fasci di linee c ed a, ad ura 
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bf nascc per sezione, sopra un'altra h^ una corrispondenza biuniwi 
ordinata r. Noi fisseremo nel fascio delle b uaa lioea b^ , e st1]dl^ 
remo le corrispondenze ic che cosl si ottengono su di essa in ida- 
zione ad uo'altra b variabile nel fascio. S'intenderi 6ssato tl seoso ! 
in cut tali operazioni ^ vengooo compiute, usando il simbolo «~^ 
per denotare le inverse. i 

Allora vediamo che la determinazione di una corrispondeoza t 
su b^ dipende dalla sceha del corrispondente P, di un punto dito 
P, cosicchft si potrl^ usare della designazione 

Infatti la b^b^ che deve essere riferita prospettivamente ai doe 
fasci di a t c k quella che passa pel punto P^ intersezione delle tf, 
c contenenti P e P^. 

Paragoniamo due corrispondenze ic : 

nascent! risp. dalle linee b^ e b^ del fascio delle i; sia jP il pooto 
di b^ che dk origine a P, P, , e P'^ il punto di b^ che di origine 
a P, P,. 

I punti P, P', P" si trovano sopra la a che passa per P, U 
quale & riferita prospettivamente alia b^ merci il fascio delle c^ io 
guisa che gli omologhi dei punti nominati sono risp. P, P, , P,* 
Dunque, se P, P, , P, si susseguono su i^, anche P, P', P"sis^ 
guiranno suUa a passante per P, e perci6 si seguiranno pure le linee 
Kf *i > K ^^^ fi»scio delle b. Allora, preso su b^ un altro punto M, 
ed i suoi corrisponJenti Af, , M, in x, risp. tt, , anche Af, M, , M, 
si seguiranno su b^, nello stesso ordine di P, P, , P,. 

La relazione che si ha in tal caso fra tc, e tc, pu6 essere 
espressa con 

^. <^a («,>it,); 

ed anche (tenuto conto dei simboli gii introdotti) si potri scriverc 

[PP.]<[PP.], [PP,] = [MM,] 
[?P.]<[MMJ. 
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OssERVAZiosE. — Applicaodo le designazioni di = o <^ ai seg- 
ment! della linea b^ , non si otterrebbe, come qualcuno potrebbe cre- 
dere, una determinazione metrica astratta sopra ft,. 

Ihvero, nelle ipdtesi pii!i generally le cperazioni tq non formeranno 
un gruppo, sicchi p. e. dall'essere 

[??.] = [MM.] 

[?.?.] = [M. MJ, 
nan si potr^ dedurre 

[??.] = [MM.]. 

e ci6 sebbeoe i segment! PP^ c M Af, ippariscano conie somme di 
PP, , P, P, e risp. di MM, , M, M,. 

8. Ripetehdo su b^ una corrispondenza ic si dh, origitie alle cor- 
rispondenze biunivoche ordinate tt', ic' . . . tt". 

Indichiamo con P, , P, . . . P, i corrispondenti di un puhto P 
di b^ risp. in IT, w* . . . ic". 

I punti Pf P,, P^ ... P^ si seguono in un ordine di b^ , p. e. 
da sinistra verso destra. Teiiendo fisso P, per ogni punto P, di b^ 
resta determinate un punto P. , e ia corrispondenza bnivoca a>, , 
che cost si ottiene^ i ordinata. Infatti, se prendiamb Af, nel segmento 
PP., si avri 

[PM,]<[PP,l 

quindi applicando ic ad Af, si ottiene un punto a destra di Af^ 
([Af, Af J = [P Af,]), ma questo punto A a sinistra di P, , sicchA Af, 
i a sinistra di P^; analogamente Af. ft a sinistra di P.. La cosa 
sussiste a fortiori se prendiamo Af, a sinistra di P» poichft allora Af. 
ft pure a sinistra di P> mentre (per ipotesi) P. ft a destra di esso. 
Vogliamo ora dimostrare che la carrispondenia univoca ordinata 
6). intercedente tra P^ e P^ h invertibiU e quindi (h** i) i biunivaca. 

II teorema sussiste evidentemente per a>, che ft Pidentit!^; noi 
lo supporremo piroVato pet oi,^ e lo proveremo ^ a>.. 
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Or dunque, preso su b^ un punto P, si costryisca il punto P^ 
che gli corrisponde in a>^,. 

D'<:signata con a^ la a passante per P, la si riferisca prospetti- 
vamcnte alia b^ merci 11 fascio delle c, e si designi con P' Tomo- 
logo di P, ; dopo ci6 si riferiscano prospettivamenre la a^ al hsao 
dclle b, e la b^ al fascio delle a, riguardando quindi come omologhe 
le t, a che passano risp. per P', P^,. Al variarc di P, (e quindi 
di P\ P«.,) si ottiene cosi fra i due fasci una corrispondenza bin- 
nivoca ordinata, onde il luogo dei punti d'intersezione delle linee 
omologhe t una linea / sopra la superficie (n° 3). 

Questa / passer^ evidentemente per P. 

Consideriamo ora una c la quale seghi b^ , a^ risp. nei pond 
Af, » ^f^ Se p. e. Af, & a destra di P e quindi di /, si pu6 pio- 
vare che Jlf ' i a sinistra di /. Invero Af^_, (omologo di Af, ia ti^ 
h a destra di M^ e quindi di P, onde Tintersezioae della a che 
passa per esso coUa b per H' & a destra di H^; ma questa interse- 
zione i Tintersezione di / colla b passante per H\ dunque IP h t 
sinistra di /. c. D. a 

Da ci6 segue (n^ 4) che una c incontra sempre la /. 

Si consideri ora, sopra b^ , la corrispondenza 

che intercede tra i punti P^, e P^. Essa i intanto univoca, ordi- 
nata. II corrispondente di P,_, si ottiene conducendo la a che passa 
per esso ad incontrare in P^, la /, e conducendo la ^ che passa 
per P|^, ad incontrare b^ in P.. 

Siccome ogni c incontra b^ queste operazioni sono invertibilii 
onde r^, & una corrispondenza biunivoca. Si conclude dunque cbe 
h biunivoca la corrispondenza 

^n = '^•-i ^»-i* C. D. D. 

In seguito al teorema dimostrato^ dati su b^ i punti P e P esi- 
stono sempre, nel loro segmento, n — i punti, ben determinati, sos- 
seguentisi, P, , P, ... P,_, , per modo che 

[i'p.]=[p,pj=...=tp„pj. 



I 
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I puad P, 9 P^ . . . P^f si potranno denominare medi n"^ m- 
striti tra P e P.. 

9. Dati su b^ i punti P, P,, e dopo P, neWordine (P PJ, Wtf 
p, e. a destra, un punto qualsiasi M, si pud sempre scegliere un in^ 
tiro n cost grandt cbe la trasforma^ione [P P,]" porti P in un punto 
P, a destra di M. 

La dimostrazione (analoga ad un noto ragionamento del sigoor 
Stoltz) precede per assurdoi nel seguente modo. 

Se Tenunciato i falso, i punti del scgmento PM possono es« 
sere divisi in due classi secondochft vi ft a destra di essi qualche 
panto P. oppur no. 

La partizione che cosl si ottiene soddisfa a tutti i requisiti per 
Tapplicazione del postulato della continuity, onde esisre in PAf an 
punto X a sinistra del quale si hanno tutti punti della prima parte, 
mentre il segmento XM {X compreso) h tutto costitaito dai punti 
della seconda parte. 

Prendasi ora un punto Y, entro il segmento PX» in modo 
cbe sia 

(per il che basta prendere 

il punto Y appartenendo alia prima parte, vi sari a destra di esso, 
nel segmento YX^ un punto P. dedotto da P coUa trasformaztone 
\PP^. Ora applicando [PPi\ ad Y si ottiene X, onde applicando 
{PP^ a P, si otterri un punto P^, a destra di X, il cbe costi- 
tuisce un assurdo. 

Cjosx resta provato il teorema. 

10. Si ahbiano su h^ i punti P, M^ ed entro il loro segmento i 
punti Ay B. Per ogni intero n, si inseriscano tra P ed M i medi 1^ 
Af , , M^ ... Af^, , di guisa cbe 

[PAf.] = [M.MJ = . . . = [M^h[\. 

Hend. Ore. Mat^m-, u XII, parte i\— ^tampato II 6 giagno 1898. jr 
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Si pud iravan un nunuro m c^sl grande cbe pirn^m qmaktmo 
dei punti M , , M, ... Af^, cada nel segmento A B. 

Ragioneremo nelle ipotesi che Af sia a destra di P» e £ a destra 
di A. 

G^struiarno il punto X per cui 

[PX] = [^B]. 

e denotiamo con m il valore di un intero siffatto che il corrispoa* 
dcntc di P in [PX]" cada a destra di M (n** 9). Sc ii>iw a for- 
tiori il corrispondente di P in [PXJ* cadri a destra di M. Allort 
il corrispondente Af,. di Af in a>7' cadr^ a sinistra di X9 eotro U 
srgmento PX, onde 

[?Jlf.]<[PX] 

[PAf.]<[^B]. 

Ora si considerino i punti susseguentisi Af , , Af, , Af^ .., Jif,^,, 
Se nessuno di essi cade nel segmento 4^^ avremo due punti con- 
secutivi Af^ , Af^, , il primo a sinistra di A ed il secondo a destra 
di B. Si dedurri quindi 



da cui 



KU 



onde 



[BM,^>[BAl 



\M,E\>\AB\ 
[HAf^.]>[^B]. 



[M,Af^.] = [PJlf.], 



[PAfJ>[Jfl], 



I 
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la qual retazione i conlraJdittorta a quella precedeniemente troVau. 
G)si re&ta stabiUto it teorema. 



II. Al quale deve essere unito come compleniento il segoente; 

Se fra P rd M si prtndono due punii H c K, t se I'tnttro m h 
dtUrminalo come al n" lo, di gutsa che per n"^ m quaicuno dti medi 
«■" inseriti tra P id M cada simpre ml segmento A B, inferno dd 
H K, a fortiori quaicuno del medi n"" inserilt tra H e K cadrh sem- 
pre ml detto segmento A B. 

Prendasi infatii Y in guisa chc sia 



[HY] = [PX] = IAB]. 

allora, poichfi [P X]' (per « ^ m) porta P \a un punto P, a destra 
di M, [HY]' = [PX]" porteri H in un punto //, a destra di P,, 
e quindi, 3 fortiori, a destra di if. Sefue quindi dalla dimostrazione 
precedente clie quaicuno dei medi n™ fra H e K cadri nel seg- 
mento AB. 

12. Le proposizioni preceJenti permettono di stendere, con con- 
trnuitS, la variabile oumerica x sopra la linea b^ , cioi: di porre una 
corrispondenza biunivoca ordinala (conttDua) fra i puati di t^ e gli 
elememi della variety numerica (x). 

Fisseremo un puQio P come punio o (origiae) e stffndefeiad i 
destra di esso i valori (crescenti) della variabile posltiva. Analoga- 
mcnie si potranoo far corrispondere i valori negativi di x ai punii a 
sinistra di P. 

Fissiamo, a destra di P, un'ahro punto P, come puoto :, e 
mtrcb la ripstizione della corrispondi^nza [PP,] costruiamo i putiti 
P, , Pj...P,... cui facctamo ordinatameiiie corrispondere i numeri 
3, i ... n 

Dlrnoo cbe i punti 

P P, P, ... P. .., 



costituiscono sopra bg la /' scala. Inseriamo ftt PP, H 



medio P, > ia modo che 



e facciamc^U coirlspondere il numero — . Analogamcnte insel 

U 2' medio P ^ fra P, c P,; ecc. 

Tuili quest! punli vengono rappresentati dai rispettivi indi 
insteme ai puntt della i* scaia costitutranno per noi ]a 2' scaim, 
Ora inseriamo fra PP, i terzi medi ?,,?,,« cosi fra P, 

e P, I terzi medi P, , , P, , ; «cc. 

Tutti quest! punti vengono rappresentati dai rispettivi in^ 
d&nno luogo alia )' scaia. 

Procedendo, in modo analogo, si costruiranno i punti dellq 
scaia, corrispondenti ai numeri della forma 



r4- 



r. 



3I 



«I 



e disposti su b, secoodo I'ordinc crescente di essi. I puoii dell 
scaia comprendono tutti i punti delle precedent! scale. 

Vogliamo provare che ua punto H A\ h^, il quale non appar- 
tenga alia «■"• scaia considerata, per nessun valore (comunque grandc) 
di ft, i limitt dei punti della detta scaia al crescere di r, per modo 
che prcso un qualsiasi segniento AB (intorno di H) che conteaga 
H, in esso vi sono, per n assai grande, dei punti della scaia it"*. 

Anzitutto fper il n" 9) si potri trovare un punto i*^, della 
prima scaia, in moJo che P,^, sia a destra di H, e P; a sinistra. 
Si potri quindi supporre il segmento AB tuito contcnuto in P,P^,. 

Ora si pu6 determinare un numero m cosl grande, che, per 
« > m, qualcuno dei medi n™, inseriti ira P, e P^, , cada cntio 
il segmento AB (n" 10). 

Ci6 posto si consideri la (n — i)"" scaia, e sieno P^ e 
puntt coDsecutivi di essa che sono risp. a sinistra e a destra i 
i quali punti cadono certo tra P, e P^,. 
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laserendo fira P, e P^^ i medi n"^, si otterranno tanti punti 
della scala n"^, e (n° ii) qualcuno di quest! dovr^ cadere nel seg- 
mento AB. c. d. d. 

Si aggiunga che il ragionamento precedente prova ancora come 
H sia limtte dei punti della scala if"* (al crescere. di n) tanto a si- 
nistra come a destra, 

Dopo ci6 si vede senz*altro come ad ogni punto H di b^ (a 
destra di P) che non appartenga a nessuna scala, si possa far cor- 
rispondere un determinato numero irrazionale positivo definito da 
una serie 

r + — + -^ + ^ + 



• • • 



ovc (per ft > i)r. denota un intcro positivo <^n. 

D'altra parte, ogni numero irrazionale positivo x pu6 essere 
rappresentato con una serie della forma indicata; onde si ottiene fra 
i punti di b^ (a destra e a sinistra di P) e i numeri x (positivi e 
negativi) una corrispondenza biunivoca ordinata. c. d. d. 

13. Si consideri ora la a^ passante per P e si distendano su di 
essa analogamente i valori d'una variabile numerica y. Si ottiene 
cosi di far corrispondere biunivocamente i punti della superficie F 
alle coppie di valori x, y^ elementi della variety numerica a due di- 
mensioni (xy). 

Questa corrispondenza h continua nel senso del n° 2. Cosi j 
punti della F vengono rappresentati in modo continuo medianU due 
coordinate x, y. 

14. Volendo estendere le cose dette relativamente alle variety 
a due dimensioni (t/J, alle varieti^ v^ di tre dimensioni, comince- 
remo col definire una v^ (i cui elementi sieno designati col nome 
di punti) come una classe di punti alia quale appartengono tre si- 
stemi di superficie a, p, y (^^ 2) '^ modo che : 

i) ogni punto di v^ appartenga ad una cc, ad una ^ e ad una 
y (onde il nome di fascio dato a ciascuno dei^tre sistemi); 

2) una superficie a ed una ^ abbiano comune una linea c, la 
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quale abbia ua punto comune con ogni f, ed analogamcme si difi 
per una at ed una y e per una ^ e una y, 

3) se St cousideraoo due linec e : f, e e, , e sopra c, pifi panti 
susseguentisi, Ic •{ che coDiengono qucsii punti incontrano la e, ia 
tauii puDti susseguentisi; analogamentc st dica per due b o due <. 

OssERVAZiOKB. — Questo Riodo di detiiiirc la v, mcdiiole In 
fasci gtntralori di supcrlicie, scalurisce dalla generaz'ione di Rie- 
mano dclla v, niediante la variaztone continua di una v, , ore si 
tenga conio (oUrech^ delle successive posizioai della v^ anche ddk 
superticie che veogono geuerate dalle linec del due fasci geaoraud 
dait sopra la v,. 

Scaturisce quindi il concetto di punto limlte d'un gruppo so v,, 
e di rappresentazione continua di due v^ , I'una sull'altra. 

Ora, affincbi si possa rappristntare in niodo conlinao ia v difh 
uita innan^i sopra la varirl'a numtrica (Jtj;). basta amnteitere cbi 
tsista in f, mm quarto fascia di suptrficit ttcantt h tHptrficit «, p 11* 
ton&o Untt (a' j), e unisecanli It Una a, b, c mutut interse^ioni dt 
«, P, T- 

Infatti, aromessa quesia ipotesi, resta verificata I'ipotesi del n' 6 
rclativamcnte alle supcrlicie a, ^, e si possono quindi disteaderc t 
valori d'una variabile numerica sopra ciascuna delle linec a, b, c, 
onde ecc. 

Dopo ci6 k chiaro come il resuliato si cstenda a varietii a^enti 
pifl di ire dimeosioni. 

ij. Terminaemo colla seguente osservaitone. 

Ritornando al caso di una super(icie F, si supponga che oM 
sia un piano dello spazio definlto rlmpetto alia Geometria proiemva, 
C si pretidano in esso tre Tasci di raggi coi centri A, B, C in Iinea 
retta; le corrispondfnze ir che si otteogono sopra le rette per A o 
per B, sono proiettivit^ paraboHche collo stesso punio unito, oaie 
(pel teorema fondamentale della proietiiviii) formano un gruppo. 
Gilla semplificazlonc derivanic da questa circostanza, il procedimcnlo 
del 0° 14 conduce cost a porre nel piano uo sistema di coordinate 
proiettive. 

Analogamente si pub operare nello spazio. 
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D'altronde ho avuto occasione di rilevare neir < Appendice » 
delle mie < Le:(ioni di Geometria proiettiva • (*), come TintroduzioDe 
delle coordinate proiettive nello spazio si riattacchi immediatamente 
al teorema fondamentale che permette di riferire omograficamente 
due spazi proiettivi astratti^ quali si possono riguardare lo spazio 
intmtivo (visivo) e lo spazio analitico avente come elementi i gruppi 
omc^enei di 4 numeri. 

£ vero che la ordinaria dimostrazione di quel teorema deve qui 
essere modificata in un punto (**)» e cio6 dove si fi uso di uua 
proiezione per riferire proiettivamente due rette; questo passaggio 
DOD sarebbe lecito trattandosi di due spazi astratti essenzialmente 
distiuti. Ma» auche operaudo in ciascuno dei due spazi separata- 
mente, due rette a, h di essi possono essere riferite proiettivamente, 
p. e. facendo corrispondere per isomorfismo due gruppi di proietti- 
viti paraboliche su di esse; ci6 equivale, come & noto, a fissare sopra 
ognuoa delle due rette (astratte) a, b, un punto improprio, e a rife- 
rire le a^ b per proporzionaliti di s^;menti. 

II metodo indicato per Tintroduzione delle coordinate proiettive 
presenta, sulle trattazioni consuete, specialmente questo vantaggio 
didattico : si risparmia la dimostrazione che Tequazione del piano ft 
lineare, o meglio si identifica questa dimostrazione con quella rela- 
tiva alia determinazione dell'omografia tra due spazi, 

Bologna, maggio 1898. 

FeDBRIGO ENRiaUBS. 



O Bologna — Zanicrblu, 1898. 

(^) Su questo punto ho richiamato Tattenzione del lettore in una breve 
aggittQta alia errata-corrige del libra 



240 



SOPRA UN PROBLEMA FONDAMENTALE DELLA TEORIA 
DELLE FRAZIONI CONTINUE ALGEBRICHE 

GENERALIZZATE. 

Memoria del Dr. Gerolamo Cor done, in Genova. 



AdniMiiM 4«ir8 nuggio 1898. 



I. La generalizzazione delle frazioni continue nel campo alge- 
brico ha dato luogo in questi ultimi anni ad una serie numerosa di 
importanti lavori. Fra questi citeremo: due memorie del prof. Pin«* 
cherle (Atti Accademia di Bologna, serie IV, tomo X e Aaoali 
di Matematica, vol. 19, 1891); gli studi del prof. Ettore Borto- 
lotti (Rendiconti Circolo Matematico di Palermo, anno 1892; An- 
nali di Matematica, vol. 23, anno 1895); del sig. Hermite (An- 
nali di Matemadca, vol. 21, 1893); e infine del sig. Pad 6 (Journal 
de Mathimatiques de Liouville, anno 1894). Gli autori si sono propostt 
principalmente la risoluzione dei due problemi fondamentali segueod : 

1° Date n serie di potenze intere e positive in x, 5, , <^at ••• ^.t 
determlnare per via ricorrente i polinomi P. , P^, . .. P, dei gradi 
PifPi» • • • Pm ^^^i ^^^ ^^ funzione 

S,P,+S,P,+ ... +5.P. 
cominci con un termine in x del pifi alto grado possibile, cioi si 
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abbia 

a"* Date n serie di potenze latere e negative in .v, £, , £^ , .•. ^, 
determinare per via ricorrente it polinomi Q^t Q^t ... Q^dti gradi 
7i > 9t9 • • • 9m* ^^^i cbc si abbia 

q essendo il maggiore dei numeri j', , q^^ ... q^ (•^. 

Le due question! presentano la pii!i grande analogia, talchi seoi- 
brerebbe che la risoluzione dell'una dovesse trar seco immediata* 
mente quella deH'altra. Ma non h cosi. Prova ne sia il fatto che, 
mentre il primo problema ft stato risi^to in tutta la sua generality 
dai sigg. Hermite e Pad 6, il secondo non fu risolto che in ca^ 
particolari dal sig. Pincherle e dal prelodato sig. Hermite, il 
quale non esita a dichiararlo trls difficile. 

Nel presente lavoro noi applichiamo al secondo problema il me- 
todOy opportunamente modificato, del sig. Padft (art. citato); tro- 
viamo cosi tutti i possibili algoritmi, costituenti la pii!i naturale ge- 
neralizzazione dcUe frazioni continue. Noi abbiaroo limitato tuttavia, 
per brevitik, la trattazione particolareggiata al caso di tre serie; quanto 
al caso generale di n serie indichiamo soltanto i risultati definitivii 
che il lettore potr^ facilmente verificare. 

2. Per brevity di linguaggio, indicheremo colla scrittura g{F) 
il grado d'una funzione qualunque P, sviluppata secondo le potenxe 
discendenti della variabile x. 



(*) lodicheremo generalmente, secondo I'uso, colla notaiione (x*) una serie 
di poteoze intere e positive di x, il cui termine di minimo grado sia di grado h. 

Analogo significato per la notazione (— r-l o (x*^ 

(**) & evideote che due almeno dei numeri ^, , ^s » . • • ^a devoiio' eisere 
uguali a q. 

Ktnd, Circ. MaUm.f t. XII, parte iN^Sumpato 1*8 giu{;ao 1898. |t 



\ •*■ 



%i2 GIROLAMO CORDOMB. 

Siano 5, , 5, , 5, serie della forma 

S, = f^ + ^+ ... 

(r = 1, a, 3) 

i cui coefficient! s^""^, s[^^, . . . supponiamo affatto iDdipeadenti. 

Se relativamente alle due teroe di polinomi Pj, Qg, £gi P^, 
Qm, Rk^ ^ ba 

diremo che la ttroa Pa> j2i> ^i ^ P^^ avMn^aia della tema Pn 

3. Supponiamo che 

-P»fi f J2iH4 > -R^+jk (* =B o, I, 1, J) 

(dove 

e ir^^ i il pii!i grande dei numeri p,^ , q^^ » r^, siano 4 teme di 
poUnomii soddisfacenti alle relazioni 

(* = o, 1, a, 3). 

Se si vuole che Talgoritmo mediante il quale si passa dalle tre 
prime air ultima terna di polinomi » sia analogo a quello delle fra- 
zioni continue ordinarie; si stabiliranno fra le quattro terne 
della fbnna : 



M-a 



w I Ot, = «. w Qn + p.w e... + T.(*) a*. 

(•) Vc4i P a d 6, art. citato. 
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dove degli eUmenti deiralgoritmo Q^, > P, > T« > ^ ^ ^°^ costante, 
A« ^ Yit ^^^^ polinomi da determinarsi. 

A rendere piA completa Tanalogja tra il presente algoritmo e 
<}uello relativo a due serie 5, e 5^ , si dovrebbe aggiuogere la con« 
dizione cbe il grado di avaozaoiento vada crescendo da ogni tenui 
alia successiva; noi supporremo soltanto per maggior generality cbe 
ogni terna sia almeno ugualinente avanzata delle precedent!. 

4. EsamtniaoK) dapprima il caso in cui una almeno delie quan- 

^^^^ P»^ 9 ?»a > ^»a ^ uguale a x,^ , qualunque sia k {^y. Si potr^ 
sempre supporre, senza ledere alia generalitJ^, 



Q6 posto sia 



r^ = w^». 



(*saO, I, a, ...) (^ 



^•fj = 



p p p 



^»fj •K|»f4|.| 



« 



»I-IH 



AUi 



C»4-i i2»f If) C »l i M 

t 



/CmxJ ^mATi.* ^i 



a" 









O & il caso considerate dal sig. Her mite. 

(**) Siccome il pollnomio R^i di ogni terna, oon ha alcana inflaeiua tolla 
definizione deiralgoritmo, cosi spesso^ oel seguiio^ invect di parlare della 
Pt^ » C»f* f ^.f* f nominerenio la coppia P^ , j2^ equiTafeote; od 
plicemente i gradi p,^ , q^^ dei polinomi che la cempofigooa 



Ui 
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Si ha daUe (a) 



0) 






T. = 4::A^ 



Dimqiie» in generale, c^ , p. , y. noo sono fimxioiii intere. 
La coodiaiooe perchi ci6 accada pii6 enimciaia cod: 
Affincbh gli iUmaUi 



rehaivi ad uma Uma qualsivoglia P, Q, R siano, il prima um to- 
sUinit, e gli aliri due fum^umi inien, bisogna e basic cbe il itttmir 
mdnii A.^ relativo a in itme comsicutivt fualunqme si ridwca a %ns 



5. Dalle relaaoai foodamentali (i) si trae 



A.= 



(' 



) P. (2. 



(^r**'-^'-') P^ Q 



•fi 



(* 



"') p^ a.. 



Di qui si vede che in gentraU il grado di A, i uguale al mag- 
giore dei nove numeri che si ottengono facendo la somma degli ele- 
menti che entrano in ogni tennine del detennioante 



G = 



-0>. + y. + ») P, i. 



— (Ph-. + ?iM-. + 2) P^r q, 



•fl 



— 0>ti + f»M + 2) p^, q^ 
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Ponendo generalmente 
al determinante G si pu6 sostituire il seguente 



— 2 



'10 Tio 



— (^,o + ^o + a) 



Per cons^uenza, la condizione perchi A. si riduca a una co- 

stante pu6 tradursi nelle disuguaglianze segueDti cai debbono sod- 
disfare i gradi dei polioomi P e Q: 



(4) 



• « 

— « = !*» — \o — l*,o — a ^ o 

— d = 'k^ — \„ — {L^ — 2^0 

— ' = I*.. — \o — 1*«, — a ^ 
— /= \. — \o — f*to — a ^ o. 



Alle quali si devono aggiungere le seguenti, cbe esprimono che 
il grado d'avanzamento noa diminuisce passando da ogai tenia alia 
saccessiva : 



(4') 



^ P = \o + t*» ^ P + P. = ^» + t*»- 



Le soluzioni delle disuguaglianze (4} e (40 sono fbrnite dalle 
fonnole seguenti : 



Hi 



(S) 



\o = 



x_ = 
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i(c — a) + b — d 

3 "^ 

c + i — (« + *). . , 



a — c + iW— *) . . 



— c 



!*» = 



<f — a — h — 2c 



+ 2 = rf + p, — 2, 



dove per f, p, , a, b, c, d devonsi prendere i valori definiti dal 
quadro : 



(J) p = o p.= 




a=o 5=0 f=o J^o 



a + b=z I 



a •{- b=z2 



a + ^ = 3 



a + ^ = 4 



( + <' 



e + d 



•<r + rf 



c + d 



p = I p, = 



2 


a + 5 = 


* + rf=3 


I 


tf +*=! 


c + d = 4 



a + b=z2 c + d = p 



p=;2 Pi = a + bz=:o c + dz^o 



£ appena necessario avvertire che in ognuna delle equanmi 
a + b = tf c ^ dz=zu che vi compaiono, si dewno prendere $iic« 
cessivamente per a, b, c, d tutte le soluziooi tntere, positive o nuUe. 

Sostttoendo i talori di p, p. , a, b^ c^ d nelle (5) si oCMngooo 
94 soluzioni delle (4) e (4Q1 tutte distinte. ' 
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Bisogna per6 escludere fira queste solusioQi, perchi non con- 
venienti al nostro problema, quelle per le quali le differenze 
\i = ^ao — ^10 > Ni = P^ao — P^io °^" cntraDo esse sicssc nel quadro, 
come valori di \q e |x,o* 

Infatti, \^ e (x,, sono, rispetto alle terne P^, , ... , P,^f •.. » 
•P»f J > • • • > -P»H > V^^^^^ ^^^ 1^ \o ^ F-io crano rispetto alle terne 
iniziaii i^j y . • . 9 •*«+i > • • • > '*»f« f • • • > •* B+s » • • • • 

Quanto alio sviluppo completo dei calcoli necessari per avere 
i valpri di X,o > • • • > ^^^ ^^ daremo che sulle s^uenti ipotesi : 

i« p = I, p, = o 

2' p = I, p, = I 

3« p = I, p, = a. 

L'analisi del i"* caso ci permetteri di ritrovare i risultati del 
sig. Her mite; dal a"" e 3® caso dedurremo tutti gli algoritmi, il piii 
possibilmente conformi a quello delle fraziont continue ordinarie (*). 

Intanto possiamo cosi riassumere i risultati precedenti : 

Per ottenere una successiane di terne di polinomi, di cui da- 
scuna sia almeno ugualmente avan:^ata delle precedenti, si prenda arbi- 
trariamente una delle soluT^ioni fornite dal quadro (A) e determinante 
la quaterna (\^ , X^ , |x,^ , p. J. 

Si caholino le difference \^ = ^«> — ^,0 » l^ai = F-ao — l^io- ^^^^ 
compariranno certamente una piu volte nel quadro, come primo e ter^o 
t ermine di una piu quaterne. Sia (X^^ = \, , X^ = Xj,, (i.^^ = jx,,, 
(i.[^ = |A,,) una di queste, scelta in modo cbe nessuno dei seguenti ) cast 
si verificbi 

a) V = o, fi,o = 0; 

b) \ = 0, |x„ = 0; 

\t = 0» ha = O, 

affincbi le quattro prime terne di polinomi siano tutte distinte. 

(*) Nel caso in cui i numeri p» p, , . . . , si supponessero indifTerenteinente 
positivi o negativi, il numero delle soluzioni delle (4) sarebbe assai pid conside- 
revole. Infatti queste soluzioni si ottengono dalle (5X dove a, fr» c, i devono sod- 
disfare unicamente alle condizioni 
a^o ^^o c'^o i^o; ^ + ^^6; a+i^6i c+d^4 + b(taf}di) 
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Similmenie si calcolino h differ en^f \^ — \^t (&„ — \l^^ t ca$\ m 
/ graii delU terne successive saranno definiti came segue 



6. Si trova per 



p = I, p, = o. 



^«. 


^^ 


1^.0 


(^«> 


\o 


\p 


!*«> 


V-^ 


— I 


— 2 


2 


3 


— 3 


— 2 


4 


3 





— I 


I 


2 


— 2 


— I 


3 


2 


z 








I 


— I 


O 


2 


I 


2 


I 


— I 








I 


X 


O 


3 


2 


— 2 


— I 


I 


2 





— X 


4 


3 


— 3 


— 2 


2 


3 


— X 


— 2 


— 2 


— 2 


3 


+ 3 










— I 


— X 


2 


2 
















I 


I 










I 


I 
















2 


2 


— I 


— I 










3 


3 


— 2 


— 2 











Consideriamo in particolare la serie iniziale di polinomiy di cut 
a pag, 306 delia memoria del sig. Hermite. Essa ^ caraiteri^!(jaia 
dai oumeri 



cbe noi troviamo neirultimo quadro. I oumeri analoghi a X,^ e (t 



19 



\ 
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e riferentisi alle terae P^, , Q^,, R^,, ... P^ , Q^ , R^ , 
SODO dunque 

*ai ^ *io *io ^ — *» (*« ^^ I'm ~~ Cio =^ *• 

Relativamente alle terae succitate, si deve prendere oecessaria- 
mente una delle soluzioai segueati : 



(I) P.=o. P,=a 



f (O K = 



(U) P. = o, p, = i 



— I, X„ = i, (t„ = i, (t„ = i 



(«•)' ^« = — I. \, = o, (t„ = I, (i„ = a 
V=^, + \o= I. l'}o = h. + l^i. =a 

(«0 ^, = — I. \.= i. ^. = 1. JS. = o 
(«.)' \. = — I. \, = o, n„ = I, n,, = I 
(«,)" \. = — I. >„ = — I. f*« = I, h, = a 



Valutando i gradi degli elementi a, ^, y dell'algoritino, si 
trova facilmeote 



(I) 



(11) 



(«.) ^(O=o; f(W=«; f(TJ=o 

(O' K«.)=o; f(P.)=i; «(yO=i 

(«.) f(0=o; fTW=«; ^(yJ=o 

(".)' «(0 = — i; («, = o); f(P,) = o; f(YJ=0 



(«.)" f(«.)=o; ^(W=o; ^(tJ=i. 

Rfitd, Cire, Mattm^ X, XII, parte 1*.— Stampato il 10 giagno t%^ 
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LasciaoJo da parte gU algoritmi de&niti dalle soluzioni (II) (0,) 
e (II) {ay\ si trova oegli altri casi, per i gradi dei polinomi ddUc 
quattro prime teme 





/>. 


9. 


(I) («.) 


Pn 


9n 
9n+l 




Pm*, 


?.+ ' 




P. 


?. 


(I) («.y 


P.+ l 
P. 


9.+ I 




P.+ I 


?. + a 




Pn 


?. 




P.+ l 
P. 






A+I 


9»+ I- 



Sono queste appunto le tre leggi di ricorrenza suUa quale fonda 
il sig. Hermite il suo algoritmo. Applicandole successivamente, si 
perviene cost dal sistema di polinomi i cui gradi sooo indicati da 
(Pnf ?• > Pn+ ^ » 9m I Pm» ?- + al successivo i cui gradi sono 
rispetcivamente 

(P.+ ^f y. + 1; Pn + 2, y. + 1; ^.+ 1, J. + a) 



e cosi via. 

Reciprocamente^ si pu6 far dipendere la determinazione della 
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tern* cat atterinau dai gradi (^^ , ;. , tp,), dalle j terne ioiziaU i 
cui gradi sono 

(6) V + I V + I 



se p^q, oppure dalle terne di gradi 



y~p = T 



T + 1 T + I 



SupfMmiaxno per esea^io p^q. 

Dinttouendo d'ua*unitii t gradi dei poliaomi dati da (6\ si 
haBOO i niuDeri 



V — I — I y — I 



— I 



V — I o V — I 



che possoDo considerarsi come i gradi di tre terne P, QzrnO, Mi 
P, , Ci = o> ^19 ^a > Qi9 ^t da assumersi come terne iniziali. 

Le due prime terne P, o, R; P^ , o, U, ; o, per meglio dire, 
le due coppie P> R; P, , J?, si possono determinare coi metodi noti 
delle frazioni continue ordinarie relative a due sole serie. 

Quanto alia terza terna definita dai gradi (v — i, o, v — i), 
ecco come pu6 determinarsi. 

Supponiamo noti i polinomi P^^'^ e -R^^'^ dai gradi (v — i, 
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¥ — I); c P^*->, Q^">, i?<— > dci gradi (v — a, o, v — a), soddi- 
sfiicenti alle relaaoni: 

Se ne deduce 



(7)S,(cP^^'^ + P^^^) + S,Q^^' + S^(cR^^'^ + R^^^) = Cx 



la costante c essendo determinata in modo da fare sparire nel sc- 
condo membro della (7) il termine in jf*"'. 

Cosl si h dedotta dalla terna (v — 2, o, v — 2) la tema (v — i, 
O9 V — i); alio stesso modo si farii dipendere la ceraa (v — 2, 0, 
V — 2) dalla terna (v — 3, o, v — 3), ... infine la tema (i, o, i) 
dalla iniziale (o, o, 0), la quale si costruisce immediatamente. 

II sig. Hermite nella sua memoria non si h occupato affatto 
della detenninazione, da noi test& data, del sisteou di polinomi 
inixiali. 

7. Passiamo alia ricerca di algoritmi pii!i conformi a quello note 
delle frazioni continue ordinarie. 

II quadro seguente definisce le soluzioni delle disuguagjlianze 
(4) e (4'), relative al caso in cui il grado d'avanzamento va cre- 
scendo continuamente, passando da una tema qualunque alia suc- 
cessiva. 
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P = » 





\o 


\o 


t^IO 


• 




— I 





a 


3 







I 


I 


a 


P. = a 












I 


a 





I 




a 


3 


— I 







— I 


— I 


a 


3 










I 


a 




I 


I 





I 




a 


a 


— I 







3 


3 


— a 


— I 


p, = I 










• • 


— a 


— I 


3 


3 




— I 





a 


a 







I 


I 


I 




I 


a 










a 


3 


— I 


— I 


I 











Escluse le soluzioni che si haono per p= i, p, = a, perch& le 
differenzc X^ — ^.^ = i, pi,^ — (i,^, = i corrispondenti oon figuraao 
nella tabella come valori di \q e [a,o » c calcolati i w 
di «, p, Y> relativi alle altre soluzioni, potremo foi 
specchio : 
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f(«) = o. ?(P)=i, Kt)=i 



i' teraa 


2* terna 


3* tema 


4^ terna 


P.— P., q,—i. 


^.0 


1^,0 


^ao 


l*K> 


^o 


v-^ 




— I 


2 


— I 


3 


— I 


4 











2 


I 


2 







. 1 





2 


I 


2 






1 
1 


I 


I 


2 


I 


0, 


I 





I 

2 


I 



I 

3 


2 





2 


— I 


2 





a 


I 








3 


— I 


4 


— I 




3 


— 2 


3 


I 


3 







— 2 


3 


— I 


3 


• 1 


3 



^(a) = o, «-(?)= I, «(t) = o 



I* teraa 


2^ terna 


3* teraa 


4^ tema 


/>.-^, ?.-?• 


\. 


1^.0 


^lO (*io 


V 


(*!• 




— I 


2 


— I 

O 


3 

2 






3 
3 






■ 


I 




I 


2 
I 


I 
I 


2, 
2 


0, 


I 





I 
2 


I 



2 
2 


I 
I 




2 


-' 1 

1 


2 

3 



— I 


3 

3 



O 




3 


— 2 


3 


I 


4 


— I 




— 2 


3 


— I 


3 


— X 


4 



I. 
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Iq esso soQO deilQiti tutti i possibili algoritmi ccm i gradi degU 
sntnti P e Y corrispondenti. 

Fra quest! algoritmi alcuni sono regolari (*), ciofc gli dementi P 

DO costantemente lo stesso gradoi come pure i y; altri irregolaru 

I regolari sono in numero di 20; dieci di essi si deducono dagli 

i dieci coUo scambio dei gradi p,^ e q,^^ di c^ni coppia. 

Si osserverli inoltre che» non tenendo calcolo di una differenza 

forma che si verifica relativamente alia prima terna, i dieci algo- 

^311 sono riducibili tutti ai due tipi seguenti : 



^(W=i, 


g(.i) = I 


^(W = I. 


g(.t) = o 


p 


Q 


P 


Q 


p 


1 


P 


1 


p 


9 + 1 

1 


P+ I 


9 


p 


q + 2 


P+i 


« + » 


p 


1+i 


P + 2 


9 + ^ 


p 


1 + A 


P + 2 


? + » 







Riassumendo : 

Due soli tipi di algoritmi regolari sono possibili. II prima si 
ottiene tenendo fisso uno dei numeri p e q di ogni terna e aumen" 
tando Valtro successivamente d'un'unita. Tanto gli elementi ^ cbe gli 
dementi y relativi a questo prima tipo sono tutti di grado i. 

n secondo algoritmo si ha dando ai numeri p e q successivamente 
ed alternativamente degli aumenti uguali a i : e assumendo g (fi^ = i » 

Si rileverli che il primo dei due algoritmi si trova indicato nella 
memoria citata del sig. Her mite (dove per6 si aikmlette cono- 
sciuta la terna iniziale). II secondo 6 essenzialmente quello di Cui 
fa uso il prof. Pincherle nel vol. 19 degli Annali di Matematica. 



JU. 



O Circa quesu denominazion^ vedi Pi 
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8. A rendere complete le nostre ricerche, converri mo 
che noR si ottiene nessuD nuovo algoritmo regokre, quando st cs 
ripotesi faita sin qui che sia f,^ = w,^ qualunque sU k, k,^ 
caodo al solico il pi& graode dei numeri p^^ , q,^t > r.^. 

£ facile riconosccre che, se possibili Duovi algoritmi, sol 
dalle seguenti combiaazioni fra i gradt delle tre prime teroci 
trebbero ottenere : 



ffi 



u. 



m 



m ?„ «« '„ 

*»M ^f ''•H' 

Consideriamo (I), PoDcndo 

"». — ". = *; »«> — ''. = H «„ — r. = v; 

»». — ?». = •n t. — ?„ = • 

e adoperaodo considerazioai anatoghe a quelle svolte all'art. j 
trover^ la seguente serie dt disuguaglianze : 

— «=1 + V— 3^0 

(0 — i = — 1 + T — 1^0 

— C = — (* + • — 3^0 



w 



(1 = 1 + V — T>Oi p+p, Z=ll— ■>0 

(i = V — |ji> O 

J = |« + • > O. 
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Ora alle (i) si pu6 bensi soddisfare, ma noo cosi alle tre ultime 
delle (2), perch& una almeno delle d, f, g risulta necessariamente 
nulla. 

Aoalogo procedimento in ordine al (II) e (III) caso, e identiche 
conclusiont. 



9. Considerazioni affatto simili a quelle svolte nella ricerca pre- 
cedente, permettono di pervenire alia seguente proposizione. 

Nella teoria delle fra:^ioni continue relative a n serieS^^ S^t...S^(^\ 
esistono n — i algoritmi distinti. Una qualunque di questi algoritmi 
si pud ottenere lasciando fissi i gradi di n — / (/ = 2» 3, ... n) 
degli n — i polinomi P^ Qt R, . ..Y, e aumentando alternativamente 
e succefsivamente d'un'unith il grado dei rimanenti I — i. Quanta ai 
gradi degli elementi deWalgoritmo ol, P, f, • • • ^, ^, x sano definiti 
come segue (**) : 



/ = 2 

/ = 3 
/ = 4 



K«) ^(P) ^(Y) K«) ^(0 K*) 



o 
o 



I 
I 



• • • 



I 
I 



I 
I 



I 

o 



o 
o 



1 = 11 — 1 

l=zn 



. • • 



O • • • 



o. 



Genova, marzo 1898. 



Gerolamo Cordoke. 



(*) £ facile riconoscere che le nostre conclusion! susslstono interamente, 
qualunque siano i gradi di S^ S^^ ... 5*, . 

(**) Due o piti algoritmi i qua-i si gonerino lasciando (issi i gradi di uno 
stesso numero di polinomi, qualunque si:ino questi po!inomi, non sono conslde* 
rati distinti. 

K$n4. Qir^, M(lUm^ u Xllt parte |\— Stampato il 98 giu^ 18^. 
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SULLE SPINTE FORMATE CON POTENZE DI UNA FORMA 

BINARIA QUADRATICA. 
Nota di L u i g i B e r z o I a r i, in Torino. 



iUoaaan d«l sa mAggio 1898. 



Siano F una forma binaria quadratica ed ^ = (F, F)' il sac 
invariante. Nel lavoro che ha per titolo Die Discriminante der Farm 
7. Grades f=zal (Math. Annalen, vol. 31, pp. 568-569) il signor 
Gordan, appIicaiiJo il noto sviluppo per polari che porta il suo 
nome c quello di Clebsch, ha trovato come espressione della se- 
conda spinta formata con due potenze qualunque F^ ed F^ della F» 
la seguente : 

{F\ F^y = , .^'^^r~' y ^' ^^^^ 

^ ^ (2 X — l)(2 \^ — I) 

Circa le spinte superioriy I'Autore si ft limitato ad osservare che 
esse si possono ottenere di volta in volta formando successivamente 
le polari degli sviluppi da cui egli ha dedotto la formola precedente. 
Non mi sembra perci6 inutile mostrare come, per via diversa da 
questa> si possa agevolmente stabilire la formola generale che di 
Tespressione di una spinfa qualsiasi. 

Anzitutto ft evidente che una tale spinta (F\ F^y^ differisce dtl 
prodotto A^. F^+i*-*P soltanto per un coefEciente numerico, dipendtnte 
4a ^ (A e p. Per detertninare questo cocfficiente^ ricorriAmo alU 



f 
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DOta espressione delle spinte di due forme biaarie qualunque (*), la 
quale nel caso presente diviene : 

X p.>^.P_ (^>-2p)i(2tt-2p)! ^ ./2p\ d'^F' a'Pf'^ 

e prendianio, ad es., Fz=x,x^, cosi che sari A:= . Aven- 

2 



dosi allora 



dr**F^ xn\ 



il coefficiente richiesto sarii il prodotto di 



x^-^x^T', 



( ,xp (2^ — ap)K»t^-ap)t 

(\^)c;) 



per 



Quest' ultim;! sootma (come si ricoao$ce per iodiutone completa) 
equivale a 

f ,v apt /X + (t — p\ 

^-»>^XIfLl(X-p)!(p.-.p)I V P r 

Epper6 risulu la formola cercata : 

/XW,WX + ^~pX 

(f*, F^r i^ 2' V p A p y V p / ^ ^ ^.H^* 

(:e)(:r)(V) 

Torino, 15 maggto 1898. 

L. Bbrzolari. 



(*) Vedl p. e. G o r d t ii*K erschensteiner, VorluuMgtn iih$r Immrian* 
UtUh4ari4t vol. a^ pag. 36. 
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SOPRA CERTI INTEGRAU E CERTI SVILUPPI IN SERIE. 

Nou di F. B 1, in Palenno. 



4«irt • id St Mgito lift. 



I. Teorema.— 5fa F(x^ :0 una fun^iofu ielU dm variMli 
plase X i If data pet punii x di un area di cunw rOtificaUU C, € 
pet punii I d'un campo connesso E; per x variabiU su C, sia F(x, ^ 
olamorfa rispetto a ^ in E; inoltre, per ;^ fermo in un pumio fualmm- 
que di E, sia la funiione F(x, :() integrabile rispetto ad x lumgo C. 

In tali ipotesi Vintegrak 



X 



F{x, z^dx 
c 

definisa una funiione analitica di ;;, olomorfa in E, la ctU derivaia 
si ottiene derivando rispetto a :^ sotto al segno integrate (*). 

Sia i^ un punto qualunque di E\ descriviamo uo cerchio f 
col centro in ;^ e di raggio p tale da cadere neirinterno di E. Se 
7^z=::^'\- b h dentro y, servendod della identiti 



O Cfr. P a n c h e r I e, Sur eertaitus dpiratUnu foHcUomllts riprisentiis fur 
iis iutigrates diJMes (Acu Mathematical t. X). 
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e della formola di Cauchy 



L,f^« = F(x,0. 



avremo 

F(x, ?, + *) = F(x, O + *^(«. O + *•« 
essendo 

Per le ipotesi fatte, quaodo x varia su C e ^ su y* si ha 

|i^(', 01 < AT. 

N essendo una quantity finita; quindi se ^ i la minima distanza di 
:( = :f^ + A da y, si ha 

Sicchi, comunque vari x su C, si avri 

che, al tendere di b verso zero, pu6 rendersi piccola a piadmento, 
giacchft i tende verso la quantitli p diversa da zero. Dunque la con- 
vergenza del rapporto incrementale 

FCx,^+b)-FCx,^) 

b 

per b =zo, al suo limite /^(jr, i^ h uniforme rispetto alia varia- 
bile X. 



1^9 P. MtJCCk. 

Or, posto 



*(0 = fF(x, Orf^. 



si ha 



t , (^t*)r:K^ :c J[Fl{x, o + 0^*. 



dove c & una quaotitii che tende a zero con b, uniformem e nte ri- 
spetto ad x, giaccbi si ha 

|«l<|A||^. 

Fissato ad arbitrio un numero positivo n, pu6 detemunarsene 
un altro ib, tale che per \b\ <^ b^ sia \$\ <^ in; possiamo oondudere 

dunque che per \b\ <C ^i & 

/ essendo la lunghezza delta linea C. 

Dunque qualunque sia la legge con cui b tende a zero, si iia 



Questa relazione dimostra completamente il teorema. 

2. Teorema. — Sia /,(jc), /,(jf), . . . A(*)i . . . una snccnsim 
di fun:^ioni della variabile x definite pet punti d'una curva C| ( I< 
serie 

sia ivi convergente ed integrabile termini a termine; Hoi, posto 



SOFIA CBRTK mTEGKALI B CIRTI SVILUPPI IN SBRIB. 26j 

si abbia 



jj(x)dx^^jU{x)dx. 



Di piu, camunque si scelga un numero positivo t, sia possihiU 
diierminan m, in guisa cbe, potto 



=^^/»(*): 



si abbia 



f\R.(^)dx\< 



Sia poi f (x, :() una fun^iom delle due variabili x e ^, cbe sod- 
disfaccia alle condii^iani di F(x, ^ del ttottma precedente. 
In tali ipotesi la serie 



g^AW?(*.0^ 



i canvirgeni$ per ogni vahre di ^ in E, ed ivi rappresenta una fun- 
^ione olomorfa di ^. 

Infatti, per tutti i valori di x su C e di ;; in E, si ha 

Fissiamo un numero t e deiermiaiamo m io guisa che sia 



f\R^(x)dx\<t, 



ci6 che i possibile per ipotesi; possiamo condudere allora 



I//WK*. K)dx-'^ff,{xMx, 0^ 



<Ar« 



Duo aaonqoe ad sAinio Mmmiao pondw n, iNBteii pRodcR 



dctcnuBue b cwiwpoodMiM m, per •'vere 



<i. 



Goadofiaao che tf stii 



IfOOfi*. Orf« = ^Xa^"^*^** ^' 






j[/.W»(», 0^* 



rappresentaoo delle fiiiudoni olomorfe in E^ ed ivi i poreolomorfa 
la funzione 



jT/wtc*. O''* 



che i la lofo soomu, come si voleva dtmostrare (*). 



(*) £ bene noure che senu I'ipotesi fatu sn Jl. , dal sapere solo che si ht 



noQ ci sarebbe sttto lecito condudere 



ffWf(»^ o^«=y r/iwt(«,o^ 



X. 



Cfr. t questo proposito: D i n i, FondsnuiUi p$r la UorUa MU fmmiiaid H 
variabili r$alit pag. 39a. 
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3. Del teorema or dimostrato ne dedurremo due coroUarij il primo 
dci quali si riferisce ad una serie di funzioni olomorfe dentro un'area 
fioita, interna ad una curva chiusa, Taltro ad una serie di funzioni 
olomorfe nell'area esterna ad una curva chiusa. 

Siano adunque 

date funzioni olomorfe dentro Tarea racchiusa da una contomo C, e 

/iW» AW* -../iW, ... 

le succession! continue di valori delle funzioni ^(i) al contomo; 
sia la serie 

/W =/.(*) +/.W+ ... +/*w+ ... 

convergente per ogni punto di C; inoltre sia 



fnx)dx = o, 



e, comunque si fissi g, possa determinarsi m in guisa cbe si abbia^ 
come prima. 



j\R,{x)dx\<:t. 



Allora, prendendo 



9(*,0 = j:lr^ 



si avri, dovunque sia ;( purchi non situato su C, 



giacchi, avendo supposto 



L 



J{x)dx = o 
c 



R$nd. Qirc. M(^Um,^ t. XII, parte i*.— Stampato il 18 giupio 1898. 34 
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t Tcrificata la coodizione 



f^f(x)dx = ^fj,(x)d 



Ora rintegrale 






IT^tJcX — l 



h eguale a f^(0» se ;( 6 interno airarca, ed h egaale a zero se i 
6 esterao all'area; dooque, nelle ipocesi (atte, la serie 

(a) ^f(0 

i convergente dentro Tarea ed ivi rappresenu la fonzione 



2-KiJcX — 






che» pel teorema del n"" i, i olomorfa (*). 

Fuori dell'area la serie (2) pu6 ccssare d*aver significato, ma 
la serie a secondo mcmbro della (i) i convergente dappertutto e la 
sua soinina b zero. 

Siano ora 

funzioni olomort'e date nell'area E esterna ad una curva chiusa C\ 
indichiatnoy come sopra, con 



(•) ft il note tcorcma di Weierstrass sullc serie di funzioni oloraorfc 
in un'arca e continue al contorno, nia Ic ipotesi da noi fatte sul modo di com- 
portarsi delta serie al contorno non sono precisamente quelle che faceva il 
Wcicrsirass. [Cfr. G c r b a 1 d i, SulU ;trie di funzioni analiticbi (Rivista di 
M^tcmatica, 1896)]. 
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le succession! continue di valori cbe Ic ^{:Q banno su C, e sup- 
poniamo cbe la serie 

^oddisfaccia alle condizioni precedent!; potremo ancora cpncludere 
la relazione (i), dovunque sia ^ purcbi non situato su C; gKinte- 
grali li intenderemo ora estesi positivamente rispetto air area E. 
Ncl caso presente Tintegrale 



i_fM 






t eguale alia somma dei residui della funzione 

* — ? 
nei suoi punti singolari, contenuti in £» e nel punto airinfiqito. 

Se ;( & un punto di E, ^* » considerata come funzione di 

X — ^ 

X, ha in E un sol polo nel punto :( col residuo f&(0» airinfinito 
poi il residuo t il valore, cambiato di segoo» cbe la funzione fi(x) 

ba airinfinitOy come segue subito dagli sviluppi di fi(x) e di — ^ 



nell'intomo del punto jc = oo. 
Dunque 



T.Xji^^'' = »'W + *' 



essendo 

*» = — ?»(«>). 
G)ncludiamo dalla (i) 



iW,ir^'"= I [»•» + «.] 



e perci6 abbiamo il : 



TeorBma. —Se ?,(<), ?,(;)■ . . . 9t(0> • • ■ ' """ "KctSMoi 
di funiieni olomorfe in lulta un'area esterna ad una eurva ehias* C, 
€ la serie X/t(*) ''" vahri cbe U Juniioni ?»(<) preruhna in fgn 

Punto X di C i convergenU ed inolirt lodditja alU condixioni dm 
PrtctdtHtemenle, la serie 

i eonvtrgmU in tutta I'arta ed ivi rapprestnta una fun^iont 
olomorfa. 

£ questo un teorema ana'.o^o a quello sopri citato del Weiep- 
slrass per le serie dt funzioni analitiche regolan deniro uo'sra 
finiu; notiamo per6 che mentre pal teorema di Weierstrass 
datlc sole ipotesi fane suUe funziooi a1 contorno si pu6 dedurre la 
convergenza della serie deniro I'area, qui abbiamo avuto bisogoo 
aocora di coDsiderare il modo di coraportarsi deSle singole funaoni 
a distanza inBnita, ed abbiamo conchiuso la convergenza in tuna 
I'area esterna a C dclla SL'cle, che si otticne aRgiungendo a qa- 
acuna funziooe f,(<) una costaote R,. Bisogna che la serie ^R^, 
ovvero anche la serie X?»(^)» cssenJo ^ un punto qualuoque a 
distanza tinita di E, sia convergentc, per poter dedurre la coover- 
gcnza di X?*CO dapperlutto in E. 



La serie detle derivate 



^tiii) 



4 



t per6 convcrgente dapperlutto i 
dimostrare. 



E, come si pu6 facilmentc 



4. Teniam ferme le ipotesi fatte nel leorema del n° i intomo 
alia funzione F(x, ^) ed al cammino C, e risaliamo alia definizioDe 
slessa dell' integrate 



/ Fix, Odx. 
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Immaginiamo fatta una divisione del cammioo C in parti me* 
diante punti, il primo dei quali, che & rorigioe dell'arco, diciamo 
JT^y raltimo, che ne ft restremo, x; indichiamo con 

le affisse dei punti intermedi che giaccionp suirarco, corrispondeo- 
temente ad una divisione del cammino in parti, ed immaginianu) 
di passare da una divisione ad una successiva intercatando un punto 
tra due consecutivi della precedente. 

In corrispondenza alia m"** divisione, la quale i cflFettuata da 
f&. = 2** — I punti x^ , esclusi gli estremi, poniamo 

(3) +-(0 =^^(**-. • 0(*i — *!-.) 

intendendo x^^t = x. 

Questa ft una funzione di ;; olomorfa dentro Tarea E, ed al 
crescere indefinite di m si ha 



Hm KO = /f (^, 0^*- 



Concludiamo 



(4) jTfcx, Orf«=+.(0+[i(0-'l'.(0]+...+[4'.(OH'^.(0]+." 

cioft il nostro integrale ft dentro Tarea E sviluppabile in serie di 
funzioni olomorfe; e noi aggiungiamo che quc^ta serie ft uniforme- 
mente convergente, se alle ipotcsi fatte su F(x, :() si aggiunga ancor 
questa, che essa sia continua considerandola come funzione delle due 
variabili x e ;(, quanJo x varia suUa curva C e ^ nella regione E. 
Infatti, dato ad arbitrio il numero positive s, ft possibile deter- 
minare i in guisa che si abbia 

|F(«'0 - FCx'YOI < « 



totto che sia 

ia pirticolare allora si ink anche 

qiialiifU|ue sia ^ dcntiD E. 

Or la somma di p tennini coosecntivi all'ip^ fie)la scrie(0i 



♦-^(0 - ♦-(0. 

Pcf ^mCO s^ l^ (3)i P^ 4^9«#(0 coosideriamo rinsieme dci 
ponti che effettuano la diTisiooe ad essa reladTa 

*i» Ji 7m • • • y^ 'l Jt 7m • • • Jp *• 7l • • • *• 

Si ani 

+ 

Fissato ( e scelto m cosi grande che sia 
si avr4 

(y:-«.l<>, W-^U<>, ... 

e«l in corrispondenza 
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con 

Quindi concludiamo che, qualunque sia Pintero p e qualunque 
sia ^ in E^ si ha 

l+-^.(0-+-(OI<«^, 



essendo / la lunghezza della linea C. 

La convergenza uniforme della serie (4) h dunque dimostrata. 
Ma poich6 si ha similmente 



L 



c 



e I'integrale 



fp[(*, oi 



rappresenta la derivata della funzione di i^ 

fF(x, Odx, 

concludiamo che la serie (4) & derivabile termine a termine. 

Notiamo che le funzloni ^«(0 ^^^ entrano nella serie (4) sono 
combinazioni lineari a coef&cienti costanti delle funzioni di :;, che 
nascono da F(Xy i) quando si attribuiscono alia x dati ralori corri- 
spondenti a punti del cammino C; potremmo dire che esse dipen- 
dono da ;; come F(x, 0; posto» ad esempio, che i eotri razional- 
mente in F(x, :^, saranno le 4^«(0 funzioni razionali di i. 

Cosi rintegrale 






in cui f(x) i una successione continua di valori dati sul cammino 



C, i, ndrUitefo paoo ^ dt cut si h tolu tm'trct arbbraritmeiite 
fieoolt, oui. finlUt ncduodeote il ctmmiiio C, sviliq^bile in serie 
dU fiuuioai ndoiitliy naifbrmeaieiite cooTeigente derivabile teraune 
« Mamoe. T«H fuoiiaiii nudmuli^ ricavatc colU Iqg(c so^qxiiu, hanno 
i lofo poll sol onmnino C, e tooo okmorfe dappototto Qol piano ;(. 
S« La cunra C i chiuaa, t ule da dMdere il piano ;( in dne 
rcfkmi E^ B I'nna imema f Paltra otfina a C, la aerie £ fbn- 
aiotti nuuonali in coi, come abbiam detto, id avUiqipa Tint^rale 






M. 



K 



dx. 



d& wi Mempio ^ t«rie di fimsiod ualiticbe, di« nypf^senui due 
findoni okMnocfe di natura ben ^tom, secoodo die la si cood- 
deii in £ od in F. 
Poito 



M^'-i'''^ 



in cut le J?i(0 ^°o simboli di funzioni razionali^ poiclift non h pos- 
stbile passare con continuity da un punto interao ad E ad un punto 
di E* senza attraversare la curva C, che & una linea di punti sin- 
golari per Tintegrale 






cost nop h possibile passare con legge di continuiti dai valori, che 
assume neirintemo di E la seiie 

la quale dovunque sia ;( coincide coUMntegrale 



iittJcX — ^ 



ai valori clie la stessa serie ha in E'. 
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SuppoDgasi cbe sia f{x) la successione coatinua di valori che 
assume al contorno C una data funzione <p(:^) olomorfa dentro Tarea 
E\ allpra, dentro £, Tintegrale 






coincide con 9(0> concludiamo pertanto che la funzione f (;^ ft in 
E sviluppabile in serie di funzioni razionali uniformemente conver- 
gente, derivabile termine a termine; ma tale serie, poi, ft conver- 
geote dappertutto anche in E' e la sua somma ivi ft zero. 

5. Per le funzioni olomorfe in un'area e continue al contomo 

ha luogo un teorema, dovuto al sig. Painlevft (*), che ft rana- 

logo di quello stabilito dal Weierstrass {**) per funzioni reali di 

V'ariabile reale. Esso stabilisce la possibility dello sviluppo in serie 

di polinomi uniformemente convergente per una funzione olomorfa 

in un'area finita. 

Noi esporremo brevemente il procedimento del Painlevft per 
fame poi un'applicazione. 

Se una funzione F{x, ^), soddisfacente alle condizioni pi& volte 
<^ette, pu6, pei pund x del cammino C e pei punti :( dell'area E, 
ii identicamente nella forma 

Fix, = ?o W + (? - «)?. W + (? - ay<f,(x) ,+ ... 

con a funzione di x, e la serie ft uniformemente convergente «i- 
spetto ad Jc, si concluderi per Tintegrale 

jF(x, :Odx 



O P a i n I e V ^, Sur Us Jignes singuUkres dts fonetions analytiquis. (Anaales 
de la Faculty des Scieoces de Toulouse, 1888). 

(•*) Weierstrass, Sur la. possihiliU d*uHe reprisentation analytique da 
JoncHons diUs arhitr aires d'une variahU rielle, (Journal de Math^matiqaes, 1886). 
R$nd, Circ. MaUm.f t. XII, parte i\— Stampato il jo giugno 1898. 35 



lo t^vffo io iflric a potiooini : 

Su qmsso concetto pud dtisi fiMidato il teorenu di Paiolc? 
I^cdii se « coosUera U fuoztoae 



«— < 



pd pimd JT d'ooa cunra diiusa C e pet punti ;( loterm all'area j^ 
^MHa linuuta^ e si suppone che io ogm ponto della curva C p^feissa 
desaifeisi no cerdiio r ad essa taiigetite che U con^enda oel ^soo 
iaMmOt detu i'affissa del centro di r» si arri 

e, Sicendo variare x soUa curva C ed a con coodoiut4» la serie 
A(x) converge uniformemente su C rispetto ad x. 
Moltiplicando per una funzione 



2 wi ^ ^ 



continua lungo C ed integrando, si ha 



(5) JL r/w ^.^j^ic-o'-'-^f")^^ r/^ 



•+1 



Di qui, se /(x) & la successione continua di valori che pi 
su C una data funzione <f(i), olomorfa in £, si deduce il te 
di Painlevi. 

^, Applicheremp la formola (5) al casQ in cui il cpnt 
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sia una circonfercnza col centro neirorigine O, che supporremo di 
raggio I. Se in un punto x di C si conduce una circonfercnza T, 
che sia tangente a C e la contenga nel suo interno, ed a & il centro 
di r, gli argomenti di a e di x differiscono di tc, e quindi il rap- 

porto — h una quantity reale e negativa. Perci6, per applicare la 

* 

formola di Painlevi, porremo a=z — kx e supporremo che k sia 
una funzione di ;(» la quale pei punti di C prende valori positivi. 
La formola (5) diventa 

Or bene t noto che la sostituzione 



.X — I 

u = t 



X + I 



trasforma la circonferenza C nelPasse reale; quindi se <i>(m) h una 
funzione uniforme e continua dell'argomento u che, per u reale, 
prende valori reali e positivi, potremo assumere 



k = <^(u). 



Ponendo in particolare 



6) (u) = cost. pos. 

e supponendo che /(jc) sia la successione continua di valori, che 
prende una data funzione (f(i) olomorfa dentro al cerchio, otteniamo 
per questa funzione uno sviluppo, che & I'immediata generalizzazione 
dello sviluppo in serie di potenze, che la stessa funzione ammettc 
dentro al cerchio. 
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Questo sviluppo, pei punti ^ interni a C, ft 



'<^' = £l(")^(TTiP»"'(°><' 

dove k i una costante positiva; per i=o si ha la serie di Taylor. 
Poniamo, in secondo luogo» 

«(il)zz:X*fi* 

esseodo X una costante reale positiva. AUora si ha 
ed i coefficienti A^^ son dati da 

Se 9(;^) i una funzione olomorfa in C cbe al coDtorno si ri- 
dace a /(x), si ha 

?(o=2:i'.(o. 



^ + I 

c, tenuto conto che il punto x = y-;^; — * estemo a C, c suppo- 
sto X ^ I, si trova 

_ I <r r y(x)(y- i)t-'>(jc + iy('*') -| 



"^ nl(k+ lydx'l jc**'[(i ~ X)* + (I + X)]^' J 
Nd caso di X = I si tia invece 
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Essendo la serie ^P«(0 uniformemente convergente dentro C, 

h lecito ordinaria secondo le potenze di i; allora, confrontando il 

(p(*^ (6) 
coefficiente di 7* coq - — \-^ si hanno delle relazioni che crediamo 

utile rilevare. 

Si ha • 



e di qui si deduce, in particolare, assumendo % = i, f (;()= i, la 
somma della serie 



|irTTCJ')(T)=^- 



Ptlermo, la maggto 1898. 
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INTRODUZIONE ALLE COORDINATE TRIANGOLARI 



E TETRAEDRICHE. 



Memoria di F. G i u d i o e, in Genova. 



Admunie del aa nutggio • la giogao 1898. 



Ho intrapreso il presente lavoro con lo scopo di dare le fiv- 
mule fondamentali relative alle coordinate trilineari e tripmnU e 
triangolari, quadriplanari e quadripunte e tetraedricbe con metodo 
semplice. 

Non mi occupo di relazioni angolari. La ricerca di tali reljaaanip 
come si fa d'ordinario nei trattati di Geometria Analitica^ h spedal- 
mente di pertinenza della trigonometria e della tetraedrometria e vi 
ha poca importanza la natura delle coordinate, cosicchft, per il mio 
scopo d'ora, non offriva interesse. 

Dopo d'aver date molto semplicemente note relazioni tra di- 
stanze di punti, aree di triangoli e volumi di tetraedri, (v. n' i-ii)i 
introduco una specie di coordinate, che dico semiomogenee e com- 
prende tutte le coordinate usuali, (n^ 12-19). 

Generalizzando una relazione, che coincide sostanzialmente con 
una di Stewart, ottengo delle relazioni trovate da Lagrange 
con metodo meno semplice (n' 20-22). Da queste deduco molto fa- 
cilmente le due equazioni fondamentali, che, da sole, danno le equa- 
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zioni della retta^ del piano^ della circonferenza e della sfera, la di- 

stanza tra punto e retta e tra punto e piano e la trasforroazione di 

coordinate nel piano e nello spazio (n^ 23-26 e 29). Esprimo con- 

Tenientemente la distanza di due punti e ne deduco ancora, in altra 

forma, le equazioni di circonferenza e sfera (n^ 27-28). 

Esprimo infine Tarea del triangolo podario ed il volume del 
tetraedro podario di un punto^ e scopro cosi una connessione tra il 
luogo dei punti di tetraedri podarii nuUi e la superficie di Stein er 
(n^ 30-31). 

I. Relazione fra le distanze di tre punti d'una retta.— Se A,, 

A^i A^ sono tre punti d'una retta sulla quale sia fissato il verso 
positivo, cosicch^ si tenga conto del segno dei segmenti^ h 

A, A, + A^A^ + A^A, = o 

e questa relazione non pu6 sussistere (*), se i tre punti non sono 
in linea retta. 

Indicando con d^ come faremo sempre nel seguito, Tassoluta 
distanza dei punti A^y A^y scriveremo la precedente relazione cosi 

(0 ((O) + (C'^,,)) + (('',.)) = o 

dove le doppie parentesi significano che, per Tuguaglianza, devest 
prendere ciascun termine con segno conveniente; h manifesto che 
bastava metter le parentesi a due termini soli, perchft il segno d'un 
termine si pu6 fissare arbitrariamente. 

Ricordando il modo con cui si forma la norma d'una sonmia 
di radicali quadratici, t facile dedurre una relazione, che sia indi- 
pendente da segni e dia la condizione necessaria e sufficiente perchi 
tre punti siano in linea retta. 

Essendo identicamente 

(a + b + 0(— a + b + c){a — h + c){a + b — c) 
= 2 {a'b' -h *^* + (^a') — (a* -h ** + <^\ 

St riconosce che: 

(*) Vcdi Giudice, Geometria piaaa; Brescia 1898, pag. 131. 
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Pcrchi siano in litua retta i punti A^, A^^ A^ i neassam t 

sufficUnte cbt sia 

(a) 2(^1. j:, + </:,i^. + d\M = dj. + i^ + 1^.. 

Questa condizione pu6 esprimeisi anche cosi 

Pip - d,^)iP - ^a,)CP - ^,.) =0, 2p = d,^ + J., + i/„ 
dove, maDifestamente, si potrebbe omettere il fattore p. 

2. Area del triangolo.— Se ib i la distanza del punto A^ daUa 
retta A^A^t proiettando quel punto su questa retta e teneodo cooto 
dell a condizione espressa dalla (2), si riconosce dover essere 

dove le doppie parentesi signiiicano che, per ruguagliaoza , devest 
prendere ciascuna radice con segno conveniente. 

Quadrando, isolando il radicale^ e poi quadrando ancora, si 
trova che : 

L'area i del triangolo A^A^A^ i data da 

(3) i6X'=2rf:,rf.», + 2di,di + 2 d],d\, - d*, - d^^ - d*, 

ossia da 

(4) ^ = Vp(J>-djip^d,;)(p-d,,) 

dove /> & il semiperimetro. 

3. Relazione fra le distanze d'una retta dai vertioi d'uo trian- 
golo.— Se M, » M,, Mj sono le segnate distanze d'una retta del piano 
d'un triangolo A^A^A^ dai tre vertici, proiettando questi suUa retu 
e tenendo conto della condizione espressa dalla (i), si riconosce 
dover essere 

((K'':.-("-«.y))+((K'^:,-{«»-«,)'))+((K'/;-(«-«.)*))=Q. 
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Eliminando i radicali, o per la (2), trovasi che : 
Se tt, , tf, » u^ sono It segnate distatiTie del vtrtici d'un triangoh 
^, A^ A^ , d'area S^ da una retta del piano del triangolo, i 

4. Relazione fra i triangoli d'un quadrangolo piano. — Se A^, 
A^f A^ , A^ sono quattro punti d'un piano, sul quale sia fissata la 
rotazione positiva, cosicchi si tenga conto dei scgni delle aree, t 

Jig ii J A. -J- JJ^ ia . ii . -J- ii- Jig if . ^z Jig ifj Ji^ • 

Si ha dunque che : Se a, , a, , a, , a^ sono le aree assolute 
dei triangoli A^ A^ A^ , A^ A^ A^ , A^ A, A^ , A^A^A^, & 

(6) ((«.)) + ((«.)) + ((«,)) + (M = o 

dove, come prima, le doppie parentesi significaao che deblxmsi pren- 
dere i termini con segni convenient!. Questa relazione per6 non h 
caratteristica per quattro punti complanari, essendo p. es, soddisfatta 
da tetraedro a facce uguali. 

Dedurremo tuttavia due relazioni (vedi anche n° 5), che pes* 
sono esser utili. 

Essendo identicamente 

(^a — b'-c — d)(a — b + c + d)(a + b — c + d)(a + b + c — i) 
X(a + b + c + d)(a + b — c — dXa — b+c — d)(a — b — c + d) 
= [2 (flT + A V + cV + a'd' + b'd' + (^d') — (a^ + b' + ^ + (*♦)]• 

— 6j^a'b*c'd', 

deve essere» per la (6)1 

(7) 2 (at a: + a:«| + ajaj + ajaj + <<^l + «,*«:) 

- « + «i + «1 + «j) = ±: 8 «:«:«;«;, 

se A^y A^f A^, A^ sono in un piano. 

f^end. Qirc. Mat$nu^ t. XII, parte i\--Sunipato il }0 1 
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5. Rtlaziont tra It faoot d'un tttratdro od un 'tItMZt. — Sc 
«i > >s f ^) » "4 ^°o ^^ ^^^^^ opposte ai venici A^^ A^^ A^^ A^ dd 
tetraedro A^A^A^A^ ed ib & Taltezza corrispondente alia £iccii 
A^A^A^t le proiezioni su questa delle tre facce rimaneDtt sooo 

-i- K4?^=^i;*% -f^^^^^^^J^' ^l^4«;-o*. 



(8) 



Per la coodizione esprcssa dalla (7) deve quindi cssere 

- w + «: + «! + <). 

6. Relazione fra le distanze di quattro punti d'un pitoo. — Se 
si proiettaoo A^ ed A^ suila retta A^A^ e si osserva che ^, » il^i 
^j 9 if^ sono Id uq piano allora e solo allora che il segmento A^A^ 
h ipotenusa di un triangolo rettangolo, che ha un cateto uguale alia 
proiezione (*) di questo segmeDto su A^A^ ed ha raltro cateto 
uguale a somnia o differenza delle distanze dei punti A^ ed A^ della 
retta A^A^^ si riconosce che: 

Perchi siano in un piano i quiittro punti A^, A^, A^^ A^ & 
necessario e suffidente che sia 

(9) i6^'^,±x;i' = 4di^d\^-id',^ + di-.du~d^,,y 

dove a, ed a^ sono le aree assolute dei triangoli A^A^A^, A^A^Ay 
Eseguendo i quadrati, isolando il termine contenente «|«^t <)ua- 
drando e tenendo conto della (4), si riconosce ancora che : 

PerM siano in un piano i quattro punti A^, A^^ A^^ A^ I 



(*) Vcd| Giudice^ Ccornetria piaaa, pag. )}8, 




(lo) d'„di(- d'„ + di, + d], + di + d%- rf;j 

+ dl.dl^id',, - dl + ^, - dl + dl, + dl) 

+ 'iidii'i:. + ''« - "^i + d:, -<iu + o 

— d'jidi - (iid'di - d'„dur — d'„d;.^., = 



7. Voluma del tetraedro. — Per quinto si h visto al n° j e per 
U conduione espKssa dilla (9), ss 3^ cd x^ sono Ic aree dellc facce 
A,A^A^, A,A,Aj del tetraejro A^A^A^A^ di volume A ed A * 
I'altezza corrispondeote alia faccia A,A,A^, deve essere 

± 1 6 «, y4<i'-d%b' = 4 d], dl,—(d]^+d*,—d*,—d]J— 1 6 (« J + a^) 

da cui si deduce che i : 

(11) 2304 if,', A' = 1024 a* a' — [l6(«; + «y — it^Mfd*^ 

+ ('':, + d%- d:, - d],yy. 

Da que^ta, csprimendo oc, ed «^ mediante i laii e dividendo per 
16 <i',, o dalla (10), ponendovi d^^ — b', 4',^ — h', d*^ — b' in 
luogo di d,, d,, d^, si trova che : 

li volume X del letraedro A, A^ A, A^ i dato da 

(12) I44A» = d\,d]X- ^'» + < + C + '^'4 + < - O 

+ d\^d\,(d\, - d\^ + d\, - dj. + rf:, + -^J 

+ '^1. flMC"^?. + < - ^\, + ''?* ~d\,-^ «^,) 

- d:,j.',d;. - did\^d\, - d:,<c — ''J. '*;«''«• 

£ noto, e dimastrasi tnollo facilmente, che ud tetracdro k */, 
del parallel epipcdo, che ha I'altezza uguale alia distaoza di due 
sptgoli opposli ed Ha per base il parallclograinino, che ha per vcr- 
tici i pUQti di mezzo del rimaoenu quattro spigoli. Cod ({uctt'oS" 
servaziooe si trova subito che il volume A del tetracdro A.A.A.A, 
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h dato da 

(laO (M A)* = [aJ^JI - (J:, + dl - JJ, - ifj*] X 

Questa formula, cbe, specialmente pel modo di deduzione^ ri- 
tengo nuova, pu6 esser pi& comoda della (12) e, perchi s'ottiene 
con grandissima facility, si potrebbe dare prima della (10), la quale 
cofi oe sarebbe una conseguenza, ottenendosi dalla (12/ faceo- 
dovi A = o. 

8. Relazione fra le distanze d'un piano dai vertioi d'un totrae- 

dro.— Se sono n, , «, , n, , u^ le segnate distanze dei punti -4, , -4, , 
A^^ A^ da un piano, proiettando su questo i quattro punti e te- 
nendo conto della condizione espressa dalla (10), si trova dover 
essere 

dove il segno di somma va esteso alle 24 permutazioni degli indici 
I, 2, 3, 4 e A indica il volume del tetraedro A^A^A^A^. 
La precedente relazione pu6 anche scriversi cosl 

(13O HV^ + i\A. - ^.A, - Vu 

+ '^♦(<^:, + d:, + d:^ + < - 2d% - ^;j](«. - o* = 144 a» 

dove il segno di somma va esteso alle sei combinazioni a due a 
due dei quattro indici i, 2, 3, 4. E pu6 ancora scriversi cosi : 

(13-) 9 A' = a>: + ol]uI + ol]uI + ajtt* 

+ ^34 (^ ^U + ^34 ~ ^n ~ ^a, — d% — ^^4)] + 

9. Relazione fra i tetraedri di oinque punti. — Siano A^^ A^^ 
Ayi A^t A^ cinque puoti qualunque. Se si tien conto conveniente- 
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mente del segno dei solidi, h 

A^ A^ A. A^ -|- A^ A^ A, A^ -j- A. A^ A^ A^ -{- A^ A^ A^ A. nr A^ A^ A^ A^. 

Si ha dunque che : St A, , A, , A^ , A^ , A^ sfmo % volum dii 
tetraedri A^A^A^A^, A^A^A^A^^ A^A^A^A^^ A^AjA^A^, A^A^A^A^^ i 

(14) ((A.)) + ((A.)) + ((A,)) + ((AJ) + ((A )) = 0. 

Anche ora, per avere uDa relazione indipendente da segni ba- 
sterebbe uguagliare a zero la norma di 

|/Af + K^ + Ka; + Ka: + V^. 

10. Relazione fra le distanze di cinque punti.— Essendo in un 
piano i punti A^^ A^^ A^ t le proiezioni sul loro piano di altri due 
ponti A^^ A^f se si ricorda quanto fu detto al n^ 5 e si rien conto 
della condizione espressa dalla (9), si riconosce dover essere 

dove d, oLy ^y i, A^, A^ sono la proiezione di ^^A^ sul piano 
A^A^A^y le aree dei triangoli A^A^A^^ A^A^A^, A^A^A^ ed i 
volumi dei tetraedri A^ A^ A^ A^ , A^ A^ A^ A^. 

Dal triangolo rettangolo, che ha per ipotenusa A^A^ ed ha il 
vertice dell'angolo retto sulla proiezione ortogonale di A^ sulla per- 
pendicolare condotta da A^ al piano A^ A^ A^ » rilevasi quindi che h : 



(15) (i/4«*x*-9'i:,A;±K4P'i'-9'i:,A:)*+9rf:,(A,±A^* 

= i\^ <s ^* - 7" i^i + ^, - 'C - d\,r' 

Per avcre, esplicitamente, la relazione tra i dieci segmentt^ che 
uniscono a due a due i cinque punti, basterebbe cspiimeft^ 1 
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diaote i lati, a, ^ e S ricorrendo alia (4) e A^ e A^ ricorrendo alia 
(12) od alia (i20* Occorrerebbe per6 eliminare i radicali per non 
aver segni iocerti. La relazione definitiva s'otterrebbe piii comoda- 
mente proiettando i dieci segment! sul piano A^A^A^ e ricorrendo 
alia (10) od alia (la^* 

11. Le rclazioni date qui, ricorrendo soltanto ai prindpii pi& 
semplid di Geometria, s'esprimono elegantemente con determinanti 
simmetrici (*). Cjoxx tali determinanti si riconosce facilmente che le 
(i), (6) e (14) sono rispettivamente soddisfatte da tre punti d'una 
retta, da quattro d'un piano e da cinque dello spazio. 

12. Se If sia il minimo nomero di coordinate occorrenti per 
individoare i singoli enti d'una varietii, se cioi questa sia ad 11 di- 
mensioniy e si fissi un sistema col quale ogni ente abbia 11+^ coor- 
dinate, queste saranno legate da p relazioni; ed i naturale dassifi- 
care i varii sistemi di coordinate secondo la natura di queste re- 
lazioni. 

13. Coordinate naturali ed omogenee. — Diremo che n numeri 
sono coordinate d'un ente, se lo individuano. Diremo che le coor- 
dinatt sono assolute, naturali, sc a complessi diversi di valori delle 
coordinate corrispondono enti diversi; e dicesi che le coordinate sono 
omogenee, se a valori proporzionali delle coordinate corrisponde un 
medesimo ente. Le equazioni in coordinate omogenee, legando solo 
i rapporti delle coordinate, sono omogenee. 

Per non entrare in discussion!, che ora sarebbero inopportune, 
supporremo reali le coordinate. 

Tegrema. — Se I complessi di valori delle variabili Jc„ jc,, ,,,yjc,,, 
siano coordinate naturali degli enti d*una varieth allora e solo allora 
cbe soddisfino il sistema d'equa^ioni 



{*) V. p. es. B a 1 1 z e r : Detertninanten; Leipzig 1881, pag. a 16.... D*0 ▼ i- 
d i o : Giornale Battaglini, VIII, 1870, pp. 247-282. L o r i a : Periodico di Matenia- 
tica, 1886, pag. 38. Rouch^et Comberousse: Trait^ de G^m^trie; II, 
Paris 1891, pag. 569. Salmon: Alg^bre sup^rieure, Paris 1890, pag. 37. 
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J \X^ , . • • , Xf^^) =: C 
J I v*i > • • • > ^»^m) —- ^ 



^87 



/w \*i t • • • > '^»f«iJ ^ 



dove c sia una costante non nulla ed /> /, 9 • • • 9 /•• indichino fun- 
:^ioni omogenu di gradi ra^ionali od trrazionali, in tal caso saranno 
coordinate omogenee proporT^ionali alle coordinate naturali dei medesimi 
cnti i complessi di valori delle variabili jr, , . . . , y^^,^ soddisfacenti 
solianto le ultime m delle precedenti equas^ioni. 
Sta 

una soluzione comune delle ultime m delle (16). Dice che i numeri 
^1 f • • • « tf,|, soDo proporziooali alle coordinate naturali di uno 
degli enti della varietii. Poniamo infatti 






La prima delle (16), se A & il grado del suo primo membro, dli 

c =f(pa^ , . . . , fa^ = p*/(ii, , . . . , a^. 
Di qui si ricava p e cosi trovasi essere : 

Questi valori di jc, , . . • , Jt,^^ soddisfaao la prima delle (16), 
pel modo in cui furono ottenuti, e soddisfano ancora le altre m, 
essendo proporzionali ad a, , . . . , <i„^ , che danno una soluzione 
comune di queste m equazioni omogenee : essi sono dunque le coor- 
dinate naturali d'un ente. 

Siano ora a, , . . . , a,^^ e b^, . . . , ^„^ due complessi di 
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valori delle y, , ...» Vm^. Essi, per quanto precede, individuano 
due enti, che saranno un medesimo ente allora e solo allora che 
^1 > • • • > ^»^ c ^i > • • • > ^iH-m saranno proporzionali agli stessi va- 
lori delie coordinate natural! e quindi proporzionali fra loro. 

14. Coordinate semiomogenee.— Diremo che la prima delle (16) 
i Vequa^ione principale delle coordinate naturali o, brevemente, che 
h Tequazione principale o che h Tequazione delle coordinate natu- 
rali; e diremo che le aitre m sono le equa^ioni delle coordinate onto- 
genu. Se mancasse Tequazione principale, ossia se c fosse nullo, 
sarebbero gi4 coordinate omogenee x, , . . . , jc^,,. Un complesso di 
valori delle coordinate omogenee, essendo sostituibile con un com- 
plesso di valori proporzionali, pu6 sostituirsi col corrispondente com- 
plesso di valori delle coordinate naturali. Nel caso del teorema pre- 
cedeote direnu) che le coordinate naturali sono semiomogenee. Di- 
remo cioi che un sistema di coordinate h stmiomogeneo, se una spe- 
ciale funzione omogenea delle coordinate abbia valor costante diverso 
da zero, e gli altri legami tra le coordinate, se ne esistano, siano 
esprimibili con equazioni omogenee. 

Se I'equazione principale h intera di primo grado, le equazioni 
algebriche intere in coordinate naturali, diverse daU'equazione prin- 
cipale, o sono omogenee o sono equivalent! ad equazioni omogenee 
intere del loro grado. Un'equazione algebrica intera di grado r pu6 
infatti esprimersi cosi 

?r + ?r.. + • • • + ?, + ?o = O 

dove <p, , per I = o, I, . . . , r, 6 polinomio omogeneo intero di 
grado f. Per la prima delle (16) quest'equazione h equivalente alia 

che i omogenea intera di grado r, se / i intera di primo grado. 

15. Coordinate proiettive. — Se per coordinate proiettive d'un 
punto M del piano d'un triangolo fondamentale ABC o dello spazio 
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d'uu tetraedro fondamentale ABCD^ dove sia fissato un punto 17 
(punto unitii)^ s'intendono i tre birapporti 

A{BCUM), B{CAUM), C(ABUM) 
od i sei 

x^ = AB(CDUM), x, = BC(ADUM), x^=CA(BDUM), 

x^=DA(BCUM), x^ — DB{CAUM\ x^ = DC{ABUM), 

basta ricordare la proposizione di C e v a relativa alle trasversali nel 
triangolo per riconoscere che le coordinate proiettive sono un case 
particolare di coordinate semiomogenee. Nel piano si ha solo I'e- 
quazione delle coordinate natural!. Nello spazio si hanno tre equa^ 
zioni; si possono fissar queste 

X X X X 

Le coordinate naturali indipendenti sono tre, perchi le coordi- 
nate naturali sono sei e sono legate da tre equazioni; e non poteva 
essere altrimenti, lo spazio punteggiato essendo a tre dimension!. 
Non si possono per6 fissare arbitrariamente tre qualunque, come ri- 
levasi dalle precedent! equazioni e come si riconosce subito anche 
geometricamente; si possono p. es. lasciar arbitrarie x^^x^^x^^e 
per le tre equazioni condizional! sari 

Le coordinate omogenee indipendenti sono quattro, perchi le 
coordinate omogenee sono sei e sono legate da due equazioni; se 
queste sc! coordinate si indicano con y^^ y^^ y^^ y^^ y^ , jf^ , si 
possono lasciare arbitrarie y^ y^^ y^^ y^ ^ sari 

K$ni. Ore Mat$m^ U XU, part* i*.-i4taBtfalD II $ lugiio 1898, j; 
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16. Coordinatt di punto nel piano.— Sia P un puDto del piano 
del triaogolo fbndamentale A^A^A^ di lati 

^i = -^i-'j» «a = -^,-<^if a^^=A^A^ 

e d'area i; e siano P, , P, , P, , le intersezioni delle re^te A^ P, 
ii, P, if, P con le irfjil, , AyA, , il.irf,. Indichiamo coo Kt» K^f K^ 
le distanze del punto P dai lati A^A^^ ^^^i* ^x^%t faceodo la 
distanza da un lato positiva, o negativa, secondo che P i, o noo &, 
dalla stessa parte del triangolo fondamentale relativamente a tal lato. 
Indichiamo con S, » S, » S, le aree dei triangoli A^ A^ P, A^ A^ P, 
A^A^P, facendo positiva o negativa I'area d*un triangolo, che abbia 
un lato comune col triangolo fondamentale^ secondo che questo e 
quel triangolo sono o non sono dalla stessa parte relativamente al 
lato comune. Indichiamo con /,,/,,/, i rapporti (A^A^P^ {A^A^P^^ 
(A^A^P^) e con rf, , (/,, d^ le assolute lunghezze dei segmenti P^j,, 
PA,. PA^. 

Per coordinate natural! di P si possono manifestamente pren- 
dere :j, , :c :j, , coordinate trilineari (•), oppure i, , i, , i, » coordi- 
nate triangolari o barkeniricbe. o /,,/,,/, , che si potrebbero dire 
di Ceva, o i, , i, , rf, , coordinate tripunte. 

Si riconosce subito che le coordinate trilineari, triangolari e di 
Ceva sono legate solamente dalle rispettive equazioni 

tf,?. + ^.^ + fl,?, = 2i, X. + 8, + J, = >, /,/./, = — I. 

Queste sono dunque trc specie di coordinate semiomogenu a sola 
equa^ione principale. 

Per le coordinate omogenee trilineari, triangolari e di Ceva, che 
indicheremo rispettivamente con x, , Jr, , x, ; a^ , a, , a, e g^f g,, 
g^ , si ha quindi : 

^ = ii == ^ = — — — i^— — 
X, X, X, a,x, + tf,x, + fl,x, • 



(^) Ved} D'Ovidio; Gioraale Baiiaglini, VIII, 1870, pag. 250. 
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«. ». », «. + «t + «, * 

ii- = A = A = .^li_ 

'' '' 5' ^'i:!:!;" 

I^ iripunte nan sono coordinate semiomogenee, perchi il primo 
membro della loro equazione condizionale, che h la (lo), dove roet- 
tasi n, , fl, , J, , J, , J, , J, , in luogo di i/„ , i„ , i„ , d^^ , J,^ , d,^ , 
noD t un'espressione omogenea^ £ solianto la somma d'un'espres- 
sione omogenea del a"* grado con una del 4° nelle d^^ d^^ d^^ co» 
sicchi il rapporto delle coordinate natural! alle corrispondentt omO'* 
genee, quando queste fossero date, sarebbe determinato da un'equa- 
zione biquadratica. 

Le coordinate triangolari, o trigone, (od i rapporti di due alia 
terza) diconsi baricentriche, perch^ P h baricentro di tre pesi S, , S, , 
^3 , che siano condensati nei vertici A^^ A^, A^^ ossia che abbiano 
in questi punti i loro centri di grayit^; e per analoga ragione si dicoD 
baricentriche le coordinate tetraedriche, o tetragone, d'un punto 
nello spazio (*). Le coordinate di Ceva (agendo dette bariceotriche 
^t ' K9 ^3) ^^ potrebbero dire emibaricbe, perchft h 

Precisamente diconsi coordinate triangolari i rapporti di S, , i^, 
i^ a i. Noi, perch& considereremo sempre coordinate omogenee, non 
ci fermiamo su queste distinzioni, che si possoDO vedere molto util- 
mente nella citata memoria del D'Ovidio, (Battaglini, VIII), tro- 
vandosi in questa molte relazioni intcressanti. 

17. Coordinate di retta nel piano.—Sia r una retta, che incontri 
A^A^^ A^A^y A^A^ in ^, , -R, , Ry Fissiamo il vefso positivo dclle 
perpendicolari alia retta r ed indichiamo con fi, , n., «, le segn;(te 

O Vedi D'Ovidio: Geometria Aoalitica; Torino 1896, pp. 44, 83, 151. 
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distanze di r dai vcrtici if , , A^^ Ay Indtchiamo con f , , f , , f , 
le aree dci triangoli A^R^R^, A^R^R^^ A^R^R^, facendo posidvo 
uno di quest! triangoli allora e solo allora che od ha un angolo 
comune col tri angolo fondanicntale od un suo angolo i opposto al 
Venice con uno del triangolo fondamentale. Indichiamo coa w,, «,, 
If, i rapport! (A^A^R,), {A^A^R^)', {A^A^R^. 

Per coordinate natural! della retta r si possoDO preodere «,, 
si^ , SI3 , coordinate tripunte, of,, f ^ , 9, , coordinate friangclMH, od 
^1 > ^s> ^1 > ^^^ ^' potrebbero dire coordinate di Menelao. 

Le coordinate naturali di retta tripunte, triangolari e di M§^ 
nelao sono semiomogenee e sono legate soltanto dalle rispetdve 
equazioni 

p(«.* «.. «,) = 4^N ?. +9. + ?, = *» 

*i *a *i ^ ^9 

dove S i I'area del triangolo fondamentale ed h (vedi n* 3): 
P(«.f <«a> «,) = «,*(«. — 0(«. — «,) + «*(». — «i)(«t — «,) 

Per le coordinate omogenee di retta tripunte, triangolari e di M e- 
n e 1 a Oy che indicheremo rispettivamente con v,, v,, v^ ^^ ^,, ^^ 
ed m, , m, , m, , si ha quindi 

JL — JL — Jh.=^ ^^ y. — Ta _ ?! _ j^ 

^'i ^. «'3 KpK, Vast's)' ^ +« +S ♦.+♦.+♦5 

If, If, If, I 



m m^ Iff. my 



Le coordinate di M en el a o si potrebbero dire emipunte, essendo 



fi, _ «, _ If, _ 
II, : — _ H3 : — — *! • -, — *• 
•j itj •, 



rnmODUZIOHE ALXA coobdikate tvukgolau, btc. 



»»J1 



i8. Coordinat* di (uftto oello sptzio. — Siano x, , ■, , ^^^ «^ 
le aree dclle Ucce c A il voSume d-:! tctraedro A,A,A^A^. SU f 
UD punto qualunquc tlcllo spajio. loduhianio coo Z, , Z, , 2, , Z, 
Ic distanre del punto P dalle facce A,A^A,, A^A^A,, A^A,A,, 
A A^A , facendo posiuva o negadva la dtstaDta da una facda se- 
condo che P i o non t daila pane del leiraedro retaiivameote a 
tal faccia. Indichiamo con A, , A, , A, , A, i volumi del tctraedri 
PA, A A^, PA,A^A,, PA^A,A,, PA,A,A^, facendo posiuvo o 
negative il volume d'uo tciraedro, che abbia comune una faccia cd 
tetraedro fondamentale, secondo che t^ucsto e quel teiraedro soao o 
DOD soao dalla stessa pane relativ^mente alia faccia comuoe. 

Per coordinate naiurali del punto P si possono prcadere ^, , 
r , ^ ^, fooriinalt quadriplanari , o A,, A,, A , A , coorditutt 
tetraedricbe o baricentricbt. Sono coordinate semiomogeaee, che haooo 
per equazioni pnocipali 



t.<. + «.t + »,^) + «.t4 = JA' A. +A, + Aj + A^; 



: A. 



3A 



. + T. + T, + T/ 



Pet le coordinate omogenu quadriplanari e tetraedricbe, che in- 
dichcremo con ar, , x, , x, , jc, e T, , T, , T, , T^ , si ha quiodi : 

»^_ii._iL. 
A^_ A, __ 
T. ~ T, ~ ' 
19. Coordinate di piano.— Siano u, , u, , u, , u^ It segnate di- 
staoze dei ventci A,, A,, Aj, A^ del tetraedro fbndameniale da 
un piano. Indichiamo con <l>, , <&, , 4>j , 4>, i volumi dei letraedri 
che questo piano stacca dagli angoloidj formaii dai quaitro piani 
ibndamcntali, facendo positive uno di questi tetraedri allora e solo 
allora che od ha comune un triedro col tetraedro fondamentale od 
un triedro di quello ed uno di questo tetraedro hanno comuae uno 
spigolo ed i due spigoli rimaaenti d'uno sooo i prolungameoti di 
<lueUi deU'aluo. 




m 



i. 6tii0i<!l» 



Per ooorfUntte aatmraK iufi jham A femmm pnmimi %\ %^ 
ittudfichim SoiMi GDon&Mit liMininiiginffi 4 iol# coBiiiatf niiMl 

• • • * 

P(«i, ,»,.«,, •Ji=5(M Ay, ♦, + ♦, + 4^ + •^=^A 
4Qve « rtt« C13) M tt« 8) 

Per le eootnihMi m^getiee, qoadrfpimte e tct n ed ri c h e» dd fjum^ 
cbe ifidichereiiia con V| > i^. » t»| > ^4 e ▼,»▼.» V, t V^i ^ 



V. 



m^ m^ 1I4 ^^ 



V. 



V. 



V, 






▼. 



▼, + ▼. + ▼, + ▼4 



20. Distanzt di punto dato su ratta da punto dalle apazto.-St 

M un puoto della retta A B, suUa quale si coosideri anche il segno 
dei segment!, ed abl»asi 

MB:AM = a:b, a + b=e. 
Se N i un punto qualunque, b 

a FIA + b'NB=: a MA + h WB\ c WM — — Ab' + cJHt. 

c 

Si ha dunque che : Se a, b sono coordinate baricentriche del 
punto M della retta A B, riferito alia coppia fondamentale J, B, ^ 



(17) 



NM = ^{NA— MA) + -^(NB— MB) 

c c 



— - — « a -* h * ab » 

liM = -=-HA-\-—NB-^-AB, 
e c r 
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dove, per ipotesi, a^ b^ c sono numeri tali che, tenendo conto anche 
dei s^ni, i 



('8) -F 



AM_MB _AB 
a e 



La prima delle (17) deduces! immediatamente dalla seconda, 
perchi, se in questa si fa coincidere N con M, si oniene : 

(19) ^■TB= ±MA+ -^Mb\ 

Q C C 

21. Di8tanza di punto dato 8u piano da punto deilo spazio.— Sia 
Af un punto del piano del triangolo J^A^Ay ; e, tenendo conto del 
segno delle aree, abbiasi 

MA^Ay : MAy A^ : MA^A^ : : a, : a, : a^. 

Se L i punto dMntersezione delle rette A^ M, A^A^ ed N i un 
punto qualunque dello spazio, si ha cbe : 

A^L:LA^=:z(i^: «„ A^ M : ML =? (<i, + «,) : «, , 

per cui, ricorrendo alia seconda delle (ly), trovasi subito cbe, se 
si fa <j, + <T, + <T, = <j, fc 

m= ^ wa\ + ^^^tA WL- 'J^^+^a:l 

Si ha dunque che : Se (T^, a, , c^ sono le coordinate baricen- 
triche del punto M del piano del triangolo fondamentale A^A^A^ 
di lati a, I a^, a^ ed i^ & un punto qualunque dello spazio, e si 
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pone a, + <T, + <T, = <j, h : 

Q ft <y ' 

(20) 



NM=^iNA^ - MA,) + -fiNA, - MA,) 



+ ^ (NA, - JTa;). 



dove, per ipotesi, a, , a^ , <r, sono tali oumeri che i 

(X M A^ Ax M At A, M, jl. A,^ if, A^ Am 
21) = — i = ' — ^ = — = = — ^ — - — -. 

' fS Q 9 Q 

La seconda delle (ao) s'octiene immediatamente dalla primai 
percbft questa, facendo coincidere N con M di 



(22) <T(a, Af if, + fi^MA, + Q^MA^) = fs,fi,a\ + <j,<j,flj + <r,<T,tfJ. 

22. Distanza di due punti dati nello spazio. — Sia ora Af un 
punto qualunque, A^ A^ A^ A^ sia tetraedro fondamentale, e, tenendo 
conto del segno del volumi, abbiasi 

MA^A^A^ : MA^A^A, : MA^A, A, : MA^A^A^ : : T, : T, : T, : T^. 

Se P i punto d'intersezione della retta A^ M col piano A^A^A^i 
si ha che : 

.l,Af:AfP = (T, + T. + T,):T,, 

PA^A^ : PA^A, : PA^A, : : T, : T,: T, , 

cosiccbft, per le (17) e (20), se si pone T, + T, + T, + T^ = T, i 
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NM = ^[T^NAl + (T, + T, + 'r;)Wp)-^(T, + T, + T,)J^P 



= ^Na\ + 4-[T. NaI + T. NaI + T, Na] 



J 4 ■ X 

I 



T, + T, + T, 

T 
T 



KT. T. A, A, + T, T, A, A, + T, T. i;!,)] 



- ^ [T. A,A, + T,A,A, + T, A^A, 
I 



per cui si ha che : Se T, , T, , T, , T^ soao coordinate baricentricbe 
del punto M ed N h ua puQto qualunque, e si pooe T, + T, + T, 

a T * T -r. * T e * T * 

NM=-^NA, + ^fTA, + -^WA, + -^NA^ 

- ji (T. T.rfJ. + T, T, rfj, + T, T, <^. 
(23) j +'rjrd:,-^TJ,d% + TJ^d*„) 

^(Wa\-mX) 



Tm = -^iNA,-MA,) + 



T » 



MA]) + ^iNA\-MA\) 



dove k d^z=z A,Ai e, per ipotesi, T, , T, , T, , T^ sono tali nomeri 
che i 

, V MA,A,A^ _ MAjA^A, _ MA^A,A, _ MA,A^A, _ A,A^Ayd. 
«.34J T^ ~ T. T, ~ T^ ~ T • 

La seconda delle (23) s'ottiene dalla prima, perch6 questa, fa- 
cendo coincidere N cod M, ik 



(25) T(T, MA, + T. Af ^. + T, MA, + T, MA^) 

= T.T.rff, + T,T,rf:,+T,T.rf;. +T,T.<f'. -hT/r.rf»^. + T,T,rf;,. 
R$nd. Ore. MMm^, t. XII, parte i\— Sumpato il 5 luglio 1898. }8 
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23. Formula fondamentale. - Togliendo da una dclle (20), 
(23)9 quella che da cssa s'ottiene ponendo un nuovo punto Q in 
luogo di N s'ottieoe 

(26) NJt — Jlii 



oppure 




(17) NM — QM 

Ora, se P, h la proiczione ortogonale d'un panto P quidunqr 
sul piano assiale del segmento Af N, & 



ae 



to 



NP-i;p = 2An2.P,P, 

dove, a destra, devesi tener coDto del segno. Per ci6 e per le (2^ ^) 
c (27), si ha che : Se d, , d, , d, o T, , T, , T, , T^ sono coor^S'- 
Date baricentriche d*un punto qualunque, riferito ad un triango^^'o 
A^ A^Ajt o ad un tetraedro A^ A^ A^ A^^ c v^ v^ , v^^ v^^ o v, V'^i 1 
^a » ^3 » ^4 > ^0"o proporzionali alle segnate distanze di quel pun 
e dei vcrtici A^^ i4, , A^^ od A^y A^, A^, A^^ da una retta, 
piano, cosicchi v, , v, , Vj , o v, , v, , v^ , v^ , siano coordinate 
punte, o quadripunte, di questa retta, o piano, h : 

(28) v,<T, + v,a, 4- v^a, = va, 

(29) V. T, + V, T, + V, T, + v^T^ = vT, 

dove sono da ricordarsi le (21), (24) e le relazioni date nei num^n 
\6^ 17, 18 e i^. 



rihtobushoKB all^ c6ori^ikAtb trukg6lakt, etc. 19^ 

24. Equazione di retta, di piano e di punto. — La somma 
9,9, + ^a^a + ^{^3 ^ dunque nulla allora, e solo allora, che il punto 
di coordinate baricentriche a, , a, , a^ trovasi suUa retta di coordi- 
nate tripunte v, , v, , v, , ossia Tequazione v, a, + v, a^ + v, ^, = o 
& soddisfatta da tutti i punti (a, , a, , a^) della retta (v, , v, , v,) 
e da essi solo, se sono costanti t^, , v^, v^; ed i soddisfatta da tutte 
Ic rctte (v, , V, , v,) passanti pel punto (<i, , <i, , a,) e da esse sole, 
se sono costanti a, , a^ » a^ Si ha dunque che : 

rappresenta la retta di coordinate tripunte v, , v^ , v^ come luogo di 
punti di coordinate baricentriche a, , a, , a, , se v, , v^ , v, sono 
numeri dati e a, , <r, , a, sono variabili. Rappresenta invece il punto 
di coordinate baricentriche a, , <r^ , a^ come inviluppo di rette di 
coordinate tripunte v, , v^^ v, , se sono numeri dati 9, > <r, » <r, e 
sono variabili v, , tr^ , v,. 
Si ha similmente che : 

tr,T, + v,T, + v,T, + V4T,= o 

rappresenta il piano di coordinate quadripunte v, , tr, , ir, , ir^ come 
luogo di punti di coordinate baricentriche T, , T^ , T^ , T^ , se v^ , 
^t > ^3 > ^4 ^^^ numeri dati e T, » T, , T, , T^ sono variabili. Rap- 
presenta invece il punto di coordinate baricentriche T, , T, , T, , T^ 
come invilu^ di piani di coordinate quadripunte tr, , v^, v^ , v^ , 
se sono numeri dati T, , T, , T, , T^ e sono variabili v, , v. » v, » tr^. 

2$. Distanza di punto da retta o piano.— Dalle equazioni (28) 
e (39) e da quelle date ai n* 17 e 19 segue immediatamente che: 

La distanza del punto di coordinate baricentriche 9, , 9, , 9^9 
oppurc T, , T,, Tj, T^ dalla retta, o dal piano, di coordinate pun- 
tuali V. , tr, , V, , o V, , V, , V, , v^ , i data da 



(30) 
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o d« 

KPC".. »..»,. ^'4) ^ ^ ^ T » T / 

26. Giroonferenza e sfera. — Se le espressboi dd precedente 
Bumero si ugaagliano ad una costante r , si vede che : 

dove p (v, > Va > V,) ha il significato attribuitogli al n* 17, rappre- 
senta la circonferenza di rafgio r » che ha per centro il paoto di 
coordinate baricentriche 9, » <t, , a, come inviloppo di rette di coor- 
dinate puntuali v, » v^ , v, , se queste sono variabili e sooo coiUiiti 
<j, , <j, e <j,. E 

(v,T, +V.T. + v,t, + v,T^)* = Y^P(«.. «.. ^M ^4) 

dove P(v, , V, 9 V, , f^^) ha il significato attribuitogli al n® 19, rap- 
presenta la sfera di raggio r » che ha per centro il punto di coordi- 
nate baricentriche T, , T^ , T, , T^ come inviluppo di piani di coor- 
dinate puntuali v, , tr^ , v, , v^ » se queste sono TariaUli e aooo a>- 
staoti T, , T, , T, c T^. 

E, se si fa AT Af uguale ad una costante r» si ricooosee imme^ 
diatamente che: 

La prima delle -(ao)j se si suppone fisso M e oflbile N nd 
piano A^ A^A^ , rappresenta la circonferenza di raggio tzzzMN^ che 
ha per centro il punto M di coordinate baricentriche a, , a^ , 9^ 
come luogo dei punti N di coordinate tripunte NA^ , NA^ , HA^. 
Rappresenta invece la circonferenza di raggio r, che ha per centro 
il punto N di coordinate tripunte N A^ , NA^ , NA^ come luogo di 

punti M di coordinate baricentriche 9, » ^^ > ^ > ^^ ^ ^s<> ^> ■B'^ 
bile Af e costante AfNz=z r. 

La prima delle (23) rappresenta parimente una sfera di raggio 
r = AfN e centro Af^ od iVT, come luogo dei punti N, od M. 

Circonferenza e sfera si potrebbero rappresentare, come luoghi 
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di puiitt, anche coa U seconde ddle (20) e (2 3). Ed h evidente 
che la sfera si potrebbe rappresentare anche con le (20), perchi U 
punto N pu6 anche esser fuori del piano A^ A^ Ay Ritoraeremo suUe 
equazioni della circonferenza e della sfera al n^ 28. 

27. Distanza di due punti. — La dbtanza di due punti & dau 
dalle formule dei n* 20» 2 1 e 22, Con un punto M di coordinate 
baricentriche a^, 9,, a^ , consideriamone uno iVdi coordinate ban- 
ceatricbe tt^ » u, » », e facdamo tt, + ^t + ^3 =^ tt* 

La prima delle (20) dji 

a 1 t f 

Calcolando uello stesso modo A^M 9 A^hi ^ A^N , A^N ed 



A^N per sostituirli nella seconda delle (20) e tenendo conto della 
9, -|- a^ -f 9j s=r c, si riconosce che, nel piano, la distanza di due 
punti Al ed AT di coordinate baricentriche 9. , 9, , ^| ed c^, , a>, , o), 
i dau da : 



Mediante una delle (23) trovasi parimenti che, nello spazio, se 
si fa T, + T, + T, 4- T, = T ed U, -f 0, + 0, + Q^ = Q,.la di- 
stanza di due punti M ed A^ di coordinate baricentriche T, , T, , T , 
T^ ed Q, , fi, , Q, » Q^ i data da 



^Oi F. GIUblCB. 

28. Equazione delta oiroonferenza e dalla sfart.— Segue imme- 

diatameDte che: 



rappresenta la circonferenza di raggio r , che ha per centro il panto 
di coordinate baricentricbe ca, , a>, , o), come luogo di ponti di coor- 
dinate baricentriche a, , a, , a^ , se queste sono variabili e sono co- 
stanti a>, , 0), , 0)^ ed r. 
E la 

^ "\T u/Vo Ty^ 'At aj\a t/ 

rappresenta la sfera di raggio r , che ha per centro il punto di coor- 
dinate baricentriche O, , O, » Q, , O^ , come luogo di punti di coor- 
dinate baricentriche T, , T^ , T, , T^ , se queste sooo variabili e sono 
costanti U, , O^ , 0, , O^ ed r. 

29. Trasformazione di ooordinate. — Se si pone 



2 



j\ = fJ'^<'. + t'i'^d. + vj'^d, (l« I. a. 3) 

le distanze ;j:J , :ji , :j| del punto di coordinate baricentriche a, , a, , 
<Tj dalle rette \ = o, >, = o, >, = o, per quanto fii detto al n*a5, 
sono date dalle equazioni 
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Si ha quindi che : Se per nuovo triangolo fondamentale pren- 
desi quello formato dalle tre rette 

<<'. + <<». + <<i, = o, 

i primi membri di queste equazioni sono nuove coordinate trilineari 
del pumto di primitive coordinate baricentriche a^ , <r, , a, » cosicchi 
le formule di trasformazione sono : 

» 9 f 

Si riconosce parimente che, per lo spazio sono formule di tra- 
sformazione di coordinate le : 



x' x' 

(37) 



T,tr. + T.f/, + T,v, + T^tr^ ~ T, v; + T.v; + T,tf; + T^^ 
x' y 

dove, relativamente al primitivo tetraedro fondamentale, le equa- 
zioni, che si ottengono uguagliando a zero i denominatori, siano 
quelle dei nuovi piani fondamentali, cosicchi primitive coordinate 
quadripunte di questi piani siano 

^itv,,v^,v^, t/,,v[,v\,i/^\ <,<,<,<; 

tC* O t^* tr^: 

^ f '^ > ^3% ^ sono nuove coordinate quadriplanari del punto di 
primitive coordinate baricentriche T, , T, , T, , T^. 

Le relazioni esistenti tra le coordinate baricentriche di punto e 
Ic trilineariy o quadriplanari, sono tanto semplici che chiunque^ se 



|04 '• oitfDici. 

\o TOgliai pti6 scrivcre immediatainaite iD una specie aoU di CDor< 
dinate puDtuali le date fimnule <U tnsfixmaaone. 



30. TriaRgolo podario.— Dalle rdasiooi date ai yi^ 11 e aa 
condotto iovolontariamente a formule relative at triangoli e tetnedd 
podarii. 

Sia P|P,P, il triangolo podario d'on pimto P» uaoo dot?,, 
P. e P, le prdeiiont ortogonali di P sui latt A^A^^ A^A^^ A^A^ 
del triaogolo fondamentale e siano Ktt Km» Kf ^^ segDate dtaaoK 
del puDto P dai lati del triangolo fiiodamentale. Per la nota icbh 
zione tra le aree di due triangoli, quando un angolo d'nno od h 
uguale od i supplementare d'uno deiraltro, tenendo oonto del segno 
delle aree, si riconosce che i : 

L'area u=zP^P^ P, del triangolo podario del punto P di coor- 
dinate trilineari natural! 7, i ^ > 7, i quindi data da 

dove tf, , a^ , a^ sono i lati del triangolo fondamentale ti Rt il 
raggio del circolo circoscritto a questo. Se & il centro di questo 
circolo, la seconda dellc (20), facendo coincidere A con 0, di: 



(39) ^ma] + ^ma\ + ^ma] = r'- OM. 



* 
Confrontando questa con la (22) e riducendo a coordinate tn- 

lineari naturali, trovasi che h 

Confrontando questa con la (38) si trova che : 

Se 9 i Taroa del triangolo podario d'un punto relativamenu 
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a triangolo fondamenule d'area h inscritto in circolo di raggio R e 
i & la dbUQza del punto dal centro di questo drcolo, h 

Questa notevole formula, alia quale 10 pervenni involontaria- 
mente, fu gii ottenuu per altre vie dai professor! Viaggi e Ca- 
tania, i quali dimostrarono la proposizione del prof. Loria: c II 
luogo dei punti del piano d*un triangolo dato, tali che i piedi delle 
perpeodicolariy condotte da uno qualunque di essi ai tre lati, for- 
znino un triangolo di data area, k una circonferenza concentrica a 
quella circoscritta al triangolo dato >. 

Questa questione, che, proposta a pag. 32 e 99 del vol. I ed 
a pag. 59 del vol. 11 del Periodico di Matematica, fii riproposta nel 
vol. V per esser rimasta insoluta, venne pur risolta da altri pcofes- 
sori C). 

$1. Tttraedro podario. — Siano P, , P., P, , P^ le proiezioni 
ortogonali d*un punto P sulle facce A^A^A^, A^A^A^^, A^A,A^^ -'i^a^i 
del tetraedro fondamentale e siano ?, > ta > ^3 » ?4 '^ coordinate qua- 
driplanari naturali del punto P. Per la nota relazione tra le facce 
d*un tetraedro ed i seni degli angoloidi supplementari di quelli op- 
posti alle facce, tenendo conto dei segni, si riconosce che i : 

p,p,p^p,=pp,p^p^ + pp,p,p, + pp,p,p, + pp^p.p, 

, A* 

Si ha dunque che : II volume n del tetraedro podario del punto 
di coordinate quadriplanari naturali 7, > 7s » 7| > ^4 relativamente a 
tetraedro fondamentale di facce a, , a, , a^ , oe^ e volume A, i dato da: 



O Vedi Periodico di Matematica, V, 1890, pp. 50 ed 80. 
Rind, Circ, Utttm., t XII. parte i*.^tampato I'j i lu^lio 1898. ^9 
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II luogo del punti di tetracdri podarii equivalenti k dooque uu 
superficie del terz'ordioe. Id particotare quelle dei puno di tetncdn 
podarii nulli, dei punti cioi, che hanno in un piano le proieziooi 
suUe quattro facce del tetraedro fondameotale, contiene le sei retu 
del tetraedro fondamenule. Questo luogo, dei puoti di tetnedri 
podarii nuUi^ si collega alia superficie di Steiner, e predsamente 
se ne deduce per duality. 



Genovay maggio 1898. 



F. GlUDlCE. 



ESTRATTI DAI VERBALl 

[F$di U XI» pp. 181-188]. 



Per U ^ulibliqizioQi ri^Kvute ia dono e prMeaute oelle vtrie AduiuaM, 
vegfMi U Seconds Parte {Bihliotna MaiemuiUd) del t. XIII. 



ADUNANZA DEL 14 NOVEMBRE 1897. (Presidenza F. Cal darer a). 

Gorrispondenza. — La R. Accademia delle Scienze di Torino annuozia la 
grave perdita da essa fatta del socio Prof. Cotnm, T o tn maso VaMauri, 
senatore del Regno. II Circolo esprimc le sue condoglianze. 

Ammissione di nuovl sod. — Dietro votazione a schede segrete, il 
Dr. Artemas Martin (Washington), proposto dai soci Moore e Guccia, h 
e*etto socio non residents. 

ICemorie e GomanicazioDi. 

BURALI-FORTI : SulU classi hen ordinate. 

VIVANTI: SulJe trasformaiioni infinitesime ebe lasciano invariata un*oquaniom 
pfajfiana. 



ADUNANZA DEL 28 NOVEMBRE 1897. (Presidenza F. Cai dar.e.ra). 

Afbri interni.— II PnESioENrB partecipa alia Socletd che S. E. il Ministro 
della P. I„ Conte Codronchi, ha conceaso al Circolo, .per quest'^nnp, un sus- 
sidio di L. 800 per la pubblicazione dei Idndiconti. II Circolo delibera, airunaDi- 
miti^, un voto di ringraziamento a S. E. il Ministro. 



ADUNANZA DEL 12 DIGEMBRE 1897. (Presidenza F. C a 1 4 a r e.r^). 
Gorrispondeiusa. — II prof. Francesco Porro (Torino), con letter^a 
deir8 dicembre 1897, si dimette da socio del Circolo. 



ADUNANZA DEL 26 DICEMBRE 1897. (Presidenza F. Ca Idarera). 

ill Presidbnte con profondo raminarico partecipa alia Society la morte, avve- 
ttuta in Milano la notte dal 13 al 14 corrente, del socio prof. comm. Francesco 
B r i o s c h i , senatore del Regno, grande nostra illustrazione ed insigne maestro, 
a cui ritalia deve in gran parte il risorgimento delle Scienze matematiche. Legge 
i telegrammi scambiati con la famiglia e col socio, prof. Jung, il quale assunse 
cortesemente I'incarico di rapprescntare il Circolo Materaatico ai funerali deiril- 
lustre defunto: 

Gorrifipondenza. — Con lettere del corrente djcembre i signori : C a n t o n e, 
C^tPitb, Fiorentino, A., Guimarles, La M^nna, A„ M.artone, 
Massimi, Romeo si dimettono da soci del Circolo. 
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GERBALDI : Sul gruppp smfJiet H 360 ctiUma^fmi pit 
VITERBI: SMu eomiinma^iom$ wsHHm MU /kw^farf mmogm mdjmwi^ 
pr$smiiai$ cci mttoio M Miiiag^L$ffl$r^ 



ADUKANZA DEL 9 GENNAJO 189S. (Presideiiu F. Caldarert). 

AfnmlMtone di Bwrri aocL — Dietro ▼ouiioae a icratiiiio t^giciDb h 
tignoriiui Charlotte Angas S c o 1 1 (Bryn liawr, Pamsylvaaia, U. S. A.]^ 
proposta nella precedente adunanra dai sod Castelnnovo e Segrc^ h ekfta Mb 
mam r$tidsmt$. 

Momorfe 6 ^ V fty*^fff* ^^ r* if i tf , 

GERBALDI : Sul gruppo stmplic$ di $60 iciHmimiiami pUm$. (Continnifiwc> 



ADUNANZA DEL 13 GENNAJO i8<;8. (Piesideiiaa F. Caldarera). 

Ammlwdone dl nooTi sod. — Dietro Totaiione a scrutiiiio wgretob I 
sigDor Francois Cosserat (Paris)» proposto dai sod E. Cosserat e Gocd^ 
h eletto socio nan ritidtaii. 

Memorie a GonmnicaaioiDL 

GEGENBAUER: Gtnsralixiaiiomi di altmn$ fiJaiiomi emOmuU mM^Vkkii 
Prof. M or era v Sui polimomi di Le gomdrOB, 

GERBALDI : Sul gruppo simplice di 360 cdUuia^fami piamt. (CoatfmiaiioM^ 

BURALI-FORTI : Sopra alamo quosHomi di Gtmalria Mfaram^faU. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 50 GENNAJO 1898, a' sensi degii 
arttcoli 15 e 25 dello Statute. (Presidenza F. Caldarera). 

AmmisBioDe di suovi soci. — Dietro votazioni a scrutinio segreto, il 
sig. Giuseppe La Motta di S. Silvestro (Palermo), proposto nellt 
precedente adunanza dai soci Guccla e de Franchis, h elctto socio residinU;eA\\ 
dott. Carlo Scvcrini, proposto nella precedente adunanza dai sod Piocberle 
ed Arzelii, h eletto socio non residents 

Bilanci. — Esposizione ed approvazione del Conto consuntivo dell'eserci- 
zio 1897, reso dai Tesoriere, e del Bilancio di previsione per Tesercizio 189S. 

Elezione deirUflicio di Presidenza pel biennio 1898-1899.-11 Pu- 
siDENTE richiama gli articoli 14 e 15 dello Statuto relativi all* elezione e alle 
funzioni dell' Ufficio di Presidenza. Si procede quindi alia votazione a scratinio 
segretOf con unica scheda, per le cariche deirUfficio di Presidenza pel biennio 
1898-1899. Risultano eletti : Caldarera, presidente; Maisano, vice presi- 
dente; Gerbaldi e Gucci a, segretari; dePranchis e Pepoli, vice 
segretari; P o r c e 1 1 i, tesoriere; Bucca e Conoscente, bibliotecarL 

memone e Comnnicanoni. 

GERBALDI : Sul gruppo simplia di 360 colUmaiioni piano, (Continuaziooe 
c fine). 
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ADUNANZA DEL 13 FEBBRAJO 1898. (Presidenza G. B. Gucci a). 

Ammlsflione di nuovi aod. — Dietro votazione a scrutinio segreto, il 
Dr. Nino Ronco (Genova)» proposto nella precedente adunanza dai soci Loria 
e Morera, ft eletto socio nou rmdenU, 

Hemoria e Comnnicagioni. 

VON WEBER : SuUe trasforma%ioni infiniUsime^ ebe lasciano invariata un'equa" 
liom pfaffiana, 

LO MONACO- APRILE: Sopra una eurva gobba luogo di eerii punH para" 
bolici di una rete di superficie^ gemraJi, delVordiw n. 



ADUNANZA DEL 27 FEBBRAJO 1898. (Presidenza F. Gerbaldi). 

Ammissiozie di nuovi soci. — Dietro votazioni a scrutinio segreto, il 
Dr. Alberto Conti (Belluno), proposto ne!la precedente adunanza dai soci 
Bagnera e de Franchis, ft eletto socio non rcsidenU; ed il Dr. Eduard vonWeber 
(MQnchen), proposto nella precedente adunanza dai soci Guccia e Gerbaldi, ft 
eletto socio non residmUe, 

Memorie e Comnnioawoni. 

LO MONACO -APRILE: Sopra una curva gobba luogo di certi punti para' 
bolici di una rcie di superjicic^ gcnerale^ dcll'ordinc ». (Continuazione e fine). 



ADL'NANZA DEL 13 MARZO 1898. (Presidenza F. Caldarer a). 

CSorrispondeiisa. — I signori Martin, Cosserat, P., La Motta di 
S. Silvestro, Severini, Ronco, Conti, von Weber, ela signo- 
rioa Scott ringraziano per la loro anunissione a soci del Circolo. 

Hemorie e Gommiicazioiii. 

DB FRANCHIS : Sulla riduxionc dcgVintegrali cstcsi a varictd. 



ADUNANZA DEL ay MARZO 1898. (Presidenza G. B. Guccia). 

Ammiflsione di nuovi sooi. — Dietro votazione a scrutinio segreto, il 
Dr« Paolo Medolaghi (Roma), proposto nella precedente adunanza dai soci 
Gerbaldi e Guccia, ft eletto socio non residcnU. 

Hemorie e Comunlcaidoiii. 

DB FRANCHIS : Sulla ridu\ion$ digVinUgrali cstcsi a varictd, (Continuazione 
e line). 

MEDOLAGHI : Sui gruppi isomcrfi al gruppo di tuttc Ic trasforma^ioni in urns 
variabilc. 



ADUNANZA DEL 10 APRILE 1898. (Presidenza G. B. Guccia). 
Hemorie e Comnnicagioni. 

MEDOLAGHI : Sui gruppi isomorfi al gruppo di Mic Ic trasforma^ioni in una 
poHMU. (Continuazioiie e fine). 
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BURGATTI : Sni mgtodi iT inUgrai^um f^ V equM^umi iijftrm^i con dm 
varidbQi inHpendnai. 



ADUNANZA DEL 24 APRILE 1898. (Presidcnxa F. Caldarcra). 

AmmiflBioiie di nuovi aocL — Dietro votazione a scrotinio ^egrcno, il 
ProC Ferdinand Rudio (Z&rich), proposto oella precedente adunanza dai 
sod Gucda e Gerbaldi, h eletto socio mm rcsidcmU, 



ADUNANZA DELL*8 MAGGIO 1898. (Presidenza G. B. Gucci a). 

AmmiMdone di Daovi imcL — Bietro votazione a scrutinio segreto, il 
Dr.* Beppo Levi (Torino), proposto nella precedente adunanza dai sod Gacda 
e Gerbaldi» ft eletto socio non residenie. 

Memorie e Gomimicaxkmi. 

ENKIQ.tJES : SuJlc ipoUsi cbe permelUmo lUntrodu^cmc dellt coordinate in una 
variitd a pik dinunsioni. 

CORDONE : Sopra un prchlcma fondamcntaU della Uorin idU fraiumi xoMmm 
algibricbc gcmraJinaic, 

BUCCA : Sopra ccrti inUgraJi e ccrti svilnppi in scric 



ADUNANZA DEL aa MAGGIO 1898. (Presidenza F. Caldarera). 
Hemorie e Gomnnicasioiii. 

ENRIQUES : Suite ipotesi cbe permitiono rintroduiioue delh coorHinate in una 
variitd a piU dimensicni, (Continuazione e fine). 

BERZOLARI : Suite spinte formate can poten^e di una forma hinaria quadraOca, 
BUCCA : Sopra certi integrati e certi sviluppi in serie, (Continuazione e fine). 
GIUDICE : Introduiione alle coordinate triangotari e tetraedriche. 



ADUNANZA DEL 12 GIUGNO 1898. (Presidenza P. Caldarera). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a scrutinio segreto, il 
Dr. Alfredo Perna, proposto nella precedente adunanza dai soci Torelli e 
Guccia, 6 eletto socio non residente. 

Memorie e Gomunicazioni. 

GIUDICE : Introduiione alle coordinate triangotari e tetraedriche. (Continua- 
zione e fine). 

PERNA : L'immagifiario i ed i numeri alter nati i, /, k nello studio dette de- 
formaiioni infinitesime delle curve plane e delle curve storte. 



ADUNANZA DEL 26 GIUGNO 1898. (Presidenza F. Gerbaldi). 

Ammiflsione di nuovi soci — Dietro votazione a scrutinio segreto, il 
Dr. Mattia Puglisi (Messina), proposto nella precedente adunanza dai soci 
Agnello e Guccia, b eletto socio non residente. 

Memorie e Comunicamoni. 
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PUGLISI : Sul tnovimento di un punto pesante sopra una superficii di rivo* 
Ju^iome. 



ADUNANZA DEL lo LUGLIO 1898. (Presidenza F. Gaidar era). 

Gornspondenza. — La R. Accademia delle Scienze di Torino partecipa la 
grave perdita da essa fatta del Prof. Gav. Garlo Giacoraini, socio della 
Glasse di Scienze Fisiche, Matematiche e Natural i, mancato ai vivi il 5 del cor- 
rente Luglio. II Gircolo esprime le sue condoglianze.—- 1 signori Medolaghi, 
Perna, Puglisi ringraziano per la loro ammissione a soci del Gircolo. 

Ammissione di noovi soci. — Dietro votazioni a schede segrete, il 
Dr. Edgardo Giani (Pisa) ed il Dr. Henry Bourget (Toulouse), pro- 
posti nella precedence adunanza dai soci Guccia e Gtrhiidu sono eletti soci nan 
TisidinH. 

O. B. G. F. G. 
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SUL MOVIMENTO DI UN PUNTO PES ANTE SOPRA UNA 

SUPERnOE DI RIVOLUZIONE. 
Nota dd Dr. Mattit Pagl'*!* ^ Mesnoa. 



h^ 



Mal#H»ilii. 



n prof. Otto Staude nella sua importantissima Memoria 
c Uibir die Bewegung eim schwtren Punktes auf einer RotaHmS" 
ftdcbe > (*) dimostra un importante teoremay valendosi di alcuni 
prindpii enunciati da lui stesso neiraltra Memoria c Ueber tine Gai- 
tung doppelt reell periodiscber FuncHonen :(weier Ferdnderlicber > (^). 
In questo modestissimo lavoro credo di essere riusdto a dimostrare 
lo stesso teorema con metodo rapido e diretto pur valendomi in 
parte degli stessi metodi che condussero lo Staude ad enuodare 
i principii fondamentali. 

X. Sia 

x"+/=/*(0, (I) 

Tequazione di una superfide di rotazione riferita ad un sistema di 



O Acta Mathemadca, Bd. XL 

(^ Mathematische Annalen, B<L 29. 
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coordinate cartesiane ortogonali coo Tasse delle :^ verticale e rivolto 
verso il basso. 

E supponiamo che la funzione /(;^) neirintervallo 

^«<B (2) 

con i iimiti A t B determinatiy sia monodroma e continua per tutti 
i valori reali di ;( positivi e diversi da e 00, e che inoltre nello 
stesso intervallo ammetta la derivata f\^ finita e continua, 

Indicando con f Tangolo che il piano meridiano di un punto 
qualunque della superficie data, forma con il piano x:^^ otteniamo 
£icibnente le formole : 

xz=/(Ocos?, ^=:/(Osen?, :f = ^, (3) 

le qoaliy nello spazio compreso fra i due piani orizzontali 7^z=z A t 
:(; = By determinano univocamente la posizione del punto (x, y^ :0 
delta superficie. 

Nello stesso spazio ogni piano orizzontale sega la superficie di 
rotazione lungo un parallelo, il quale per le ipotesi fatte, non pu6 
avere nessun punto in comune con Tasse delle ;;. Per6 ai Iimiti 
:r = -rfe:f = Ble ipotesi fatte sopra f(7C) e /^(;f) possono cessare 
di esislere, potendo quivi essere /(^) = o, /*(^) r= o; quindi, in 
questi casi, la superficie o si restrins:e continuaraente intomo all'asse 
delle ;f fino a che ai Iimiti :f = ><e;f = Bsi riduce ad un punto» 
ovvero si allarga continuamente fino a confondersi ai limit! coi piani 
orizzontali ;c = ^ o ;f = B. 

Le equazioni differenziali di primo ordine del movimento di un 
punto pesante di massa = i sopra la superficie di rotazione, come 
sappiamoy sono : 

dove g h Taccelerazione della gravity, h la costante della (brza viva 
e i la costante delle aree; k la supponiamo diSerente da o e po- 
sitiva. 

Hend. Circ, Matm.f t XII, parte i\— Stampato il 14 lugllo 1898, 40 
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<5=S^ 



G) 



l?F^** 



ifcsO 



fp^^fe'- 



CQ 



I ▼!!« {=^^ e 9=0, ^^1— w=i c o t m poodooo a fsso. 
Consideriamp leoqwe i w$km parict^i dd mdkili. 

9. PboianQ pier bccftti 

• 

le quali per le ipocesi fiuu iopra /(0> /"(O *^^^ mooodcociic 
tiaue e diffemtt da leio o oo. Pooendo anoora: 

le equaziooi (6) prendono la forma : 









Supponiamo che la fuozione £(^ abbia la forma: 



(7) 



X(0 = (?-Ofc-0''(0. 



(8) 



Ule ch$ 



^<^<^<i? 



(9) 
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e die r(:0 nell^iotervallo To ^ 7^ 7i sia poskiva c diTersa da o. 
AUora la £(t) anDullandosi per ^ = To ^ T = Ti 9 I'* ^(0 neH'in* 
tervailo To <C T <C Ti ^^^^ essere monodroma e continua, per cut 
assumeri valori reali e posHivi e oon diventeril giammai zero o oo. 

Inoltre le funzioni ^i(t)> ^,(0 neirintervallo To < T < Ti sonomo- 
Qodrome e continue, non cambiano di segjoo e aoxi diveotano 
giammai 00. 

Per le propriety e per le ipotesi fatte sopra le funzioni conte- 
Dute nelle (6), le funzioni xz=zf(:Q[/i — v, y=f (:()[/ v, T = T> 
(le quali dipendono dal tempo /) sono monodromej^ finite e continue 
per tutte le coppie di valori che soddisfano le inuguaglianze 

To<T<T.» o<v<i. 

Introduciamo adesso le variabili ausiliaric if, , if, mediante le 
equaziooi 

Ricordando che v = sen" 9 e ponendo ^^ 2s^ = sen* if^ si ri- 

Ti "^' To 

cava fiicilmente 



^T=sen— ^a^ J/i — v = cos— 2 



r— rj=l/^r.— rsen 




^, Kt-T=1/t-To.cos-J 



(II) 



Le quail danno : 



•'i l/zrr, — ZK—.^^t •'i 



ssacn*-^, J/v(i— ti>=sen-^ 



• cos 



9 — .w^g "T Ti I ^ **** ^ 



•. 



k(?-OU.-0 = -^'hr^'seni... 



2 2 



iii kAtitk #U^Lt8L 



positivi e Mgfttiin ddle ntit 
Diti stabilid cbdie in^m^iioie 



o<w<i, Kb<1<Km^ 



DiUe (ii) si Tede die 



v=o, :(=t. per «,=...— 4«, — a^ o, aw, 4«. 



» ••" 



v=i, ;c=^i P« «, = ... — S'^t — «f «f 3*1 



'f ••• • 



(i»i^ 



Per le (i i bis) le funzioni ;,, ;,, r(0 fonaoQi di ^ ri trarfsp- 
maiio in fiiaxioDi di ii.. E per le ipotcsi poste nel paiagrafo precedeitte 
la fanzione r per tiitti i valori di «, rimane posidva e diTersa da ten 
o 00, e le fbozioni ;, , g^ per tutti i valori di m^ conservano sra^ie 
lo stesso s^oo seosa diventtre infinite. Dunqoe le funaooi 

per tutti i valori di u^ saranno finite e nessuna volta cambieranno 
il segno. Inoltre si vede che le funzioni ;, , ;,, r, ib, , b^ conside> 
rate come funzioni di if, sono pari, periodiche con il periodo 2'^. 

Le funzioni x =/(;j) J/i — v, y =/(0 \^^* P^^ ^^ ('^ ^^) ^^ ^^" 
sformano in funzioni finite e continue di ii, , u^ per tutte le coppie 
di valori reali che queste variabili possono assumere; e la funzione 
^ si trasforma in una funzione monodroma finita e continua della 
If. , talcbi possiamo porre : 

X = l,(u,, fij, y = /,(»,, fij, I = /,(iij. 

La funzione x h pari rispetto ad ognuno degli argomenti u^, u^, 
la y invece h imparl rispetto ad n, e pari rispetto ad ii, , la ;^ & 
anche pari. Le jc e jf hanno il periodo 4 tt rispetto all'argomento 
u^ ed il periodo 2 tp. rispetto ad u, , la ^ ha anche il periodo its. 
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Fra u^9 fi, e / passano adesso le relazioni : 



Jb,(u^du,z=t. 



(13) 



Poichi, come in seguito direrooi per tutti i valori real! di / 
anche 11, , n, prendono valori reali, cosi anche r, ;;; per tutti t va- 
lori reali di / rimangono fra i limiti o<v<i, :jo<?<^,. Dunque 
possiamo eouticiare il teorema : 

n movinunto del punto considerato I litnitato nella xP^m com" 
presa fra 1 d$u paralUIi :(^z=z :(q, 7 = 7i ^ questo movimento awiene 
sempre net nudesimo sense. 

3. Per le (13) reciprocamente possiamo porre 

«. = ?.(0» <'. = ?.(0. 

Ognuno degli integrali delle (13) per ogni valore reale di if. 
ha anche an valore determinato, e varia in modo continuo al va- 
riare deirargomento, perchi b^ e b^ per tutti i valori di u^ sono 
monodrome, finite e continue e non cambiano g^ammai il segno^ 

D'altra parte le funzioni b^(u^, K(^i) c^CQ<lo pari, le fiinzioni 
integrali sono dispari, si avr& cioi : 

— J *aW^«. = j[ *a(Orf«.- («=i, a) (14) 
Sq;oe perd6 il teorema : 

cLe funzioni /= / ^a(0^^a> ~^^ I ^^(u^dm^j^ vme 

le coppie di valori reali di u^ sono monodrome, finite e continue e 
funzioni impari di n^ >. 



E rccipiocftiiieQiii ) 

€Le finudoiii «,=:f,(l), % = f.(l) per tatd i ▼doriioSi 
I aoQo inoiiodiofiie, fimte e 



,,"rl 



•» • I I t » I I I 



4. Gxtttderiamo ancon le(i3). Se anrncnriamo il iir fl Bate 
raperiore deg^ iiit^|fili die in oio QoapiiMCoao e se, per ateii 
ooofiisioiie. poouuiiQ socto il s^goo iotegnks inireoe St u^^ A mA 

dove a w,, sw, indicaoo g^t aamenti ch* siMMeooi ■wwidi— >W 
ddle (t3>. 

Ls priflM dfltte pracedend pa6 serivecri 

« 

Onrero ponendo if = v + 2 w ed essendo b^(u% Ki^) perio- 
diche con il periodo 2 k : 

e finalmente per le (13) 

E ponendo anche qui uz=zv + lie si ha per la (14) : 
r bt(u)duz=z2 i b^(u)du=:2w^. 

Parimente si anebbe : 

j *,(«)*/ 1/ = 2 f h^(u)du = 2 «;,. 
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Per Ic notasioni poste avand e ricordaDdo che^rz;;^ per ff^=o» 
c ? = ^ per u, = w si ha : 

Riprendiamo nuovameate la prima delle (13), ed aumentiamo 
di am.ic il limite superiore deU'integrale che in essa comparisce, 
si avr& : 

indicando (&, raumento che subisce il secoodo membro, ed essendo 
Iff, intero qualunque, positivo, negativo e diverso da o. 
La precedence pu6 scriversi 

J*K J Alt * Jiim^iyK Jvm^'K 2 



Pooendo al solito 

II = V + 2 t w, (i s I, a, . . . , m, ) 

ed osservando allora che 

bXu)du=l b,(y)dv, I b,(»)du=i b,(v)dv. 



ri(*-i)ir 

otteniamo : 



n^.f^bXv)dv + £K(v)dv - ^ = 1*.. 



E per le (13) si ottieae finalmeote : 



am,w, = |i,. 



Dalla seconda delle (13) coo aoalogo ragionameoto, indicando 



310 

COQ (ig Ti 



lMM\-<n«» 



MATTIA VOOLliti 



die sobitce fl fecoodo aMnfam d tvfrfbei 



1 n^ W|^ — -» m; 



Allort pottttmo scrivere le fdadom ; 






Dalit secooda e qoana si ncava: 

E soBtitnendo rispctrivameote nella prima « tetia si ba : 
«, = a 9,(0, «, + 4 ".Wi = a ?.(« + a «, w.). 

Da queste coppie di relazioni si vede che, se si aumenta la va- 
riabile / di 2tn^w^y la u, aumenta di 2m,TC e la fi, di ^m^w^. 
Dunque si ricava : 

« Le funzioni jc=/,(aj, mJ, y^KO^a •*«) ^^^ ^^^^ funzioni 

< periodiche di fi, » u, rispettivamente con i period! 4 ic e 2 ^, non 

< sono funzioni periodiche di / •• 

Al coDtrario: 

< La funzione ;^ = /,(fi,) periodica della sola u^ con il periodo 

< 2 77, & anche funzione periodica di / con il periodo 2fn^w^, ossia 
« essendo m, intero qualunque, con il periodo 2w^*. 



w 



Ma se m,«;, & anche multiplo di — , dot se si ha 

2 



2tn^w^ = 4^1 



2 ' 



dove m^ h anche un numero intero qualunque, positivo o negativo 
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e diverse da o» allora aumentando la variabiie / di 2m^w^ la u^ 
aumenta di 2 m, tt e la u^ di 4 m, ?? e perci6 : 

< Le funzioni x td y che in generate non sono periodiche del 
c tempo t, diventano tali con il periodo 

< allorquando ha luogo la relazione 

Ricordando che il movimenio del punto considerate avviene 
nella zona compresa fra i paralleli ^ = ^ e ^ = ^1 possiamo enun- 
ciare il 

Teorema. — La traiettoria del punto considerate tocca alternativa- 
nunte e periodicamente i paralleli che limitano la T^ona sulla quale 
awiene il movimento, e questi paralleli li chianuremo i urcbi di re^ 
gresso del movimento. 

« 

Messina* settembre 1897. 

Mattia Puglisi. 



R$nd. Circ^ Matm.^ t. XII» parte i\^Stampato II a; lugHo 1898. 41 
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L*IMHAGINARIO I ED I NOMERI ALTESNAIT t, /. I 

KELLO STUIXO DBt.T.H DEPORMAZIONI IMFINITESDIB 

DEUfi CURVE MANE E DELLE CURVE STORTE. 

Not* di Alfrslf Ptraa. io Lecc*. 



I. Le proiemoi dello qMstimento Mii^ dl on ptatto M d'lM 
corva ptioa salla tangeote Mx e sails nonnale My alia cam steW 
taeoo rispettivamente u e v, e sia u t'aogolo di cui deve rotue 
questa cc^ta ortogocale di rene per coincidere con la copfna ono- 
gooalc Af,S ed M,ii della tangeate e delU Qonnale alia cunra de- 

fonnata : proponiamod di catcolare te variaziooi )x e S — che sd- 

biacoDo I'arco e la curvatura di (Af) per effetto della deibnnaxicme. 
Se X ed ^, C ed 1) sono rispettivameate le coordinate ii un 
punto fiaso del piano rispeno alle due coppie di assi Mx ed My, 
M,^ ed Af,n, St hi, a meoo d'iafioitesimi di ordine snperiore, 
5^* — u + t»y, u=:jF — V — **Jp, e quiadi, ponendo ^=:x + iy, 

(I) >< = (5 + in) - (x + i>) = - C - <■»?. 

Dalle condirioni (') j^ = -^ i, -j^^ , oecessarie e 

^ ' J p as p * 

nCeitro: «l.ei)oai « GeooKtrla imrimen *> p>e- ao. 



L^DCMAGIHARIO f tO I llukER! ALfskllATI f, /, ji, BTC. Jlj 

sufficient! per rimmobilitli del punto (x^ y), si ha poi 

Ob postOy se 2^ & una quantity relativa alia curva (Af), 

^^7" — ^ sari la quantitli corrispondente, relativa ad (Af,), e 
per6, posto ds^ =(i + t)ds, dimodochfc ^s=zfgdSf pu6 scriversi 

j^d<f ^(f + ^t) df d y. d<f 

^IJ- ITs J7-J7^*~*^' 

o, simbolicamente, S-r— = -j— S — «-?— • 

ds ds ds 

Quest'eguaglianza simbolica applicata a ;( d^, tenendo presenti 
le (i) e (2), 

(3) (S-^_«' + -L),-^ + (a>-t;' + y)i+t--ll' + y 

e le formole fondamentali per lo studio intrinseco delle deforma- 
zioni infinitesime delle curve plane sono compendiate tutte in que- 
st'ultima eguaglianza. Infatti da essa si ricava prima 

p \ p p/ 

e poi, per Tarbitrarieti di x ed y^ 

« = «' , a) = v'H , 8 — :=»' — ! — , 

P P P P 

a cui bisogna aggiungere isz=:ftds. 

2. Analogamente, introducendo i numeri altemati 1, /, h di 




m 



it'tktDO 7EKNA. 



GratSDtanfl ti pab trovafe un'eguaglianza che compendia Id li 
tone le ftmnole per lo studio iatrioseco ddle defonnazioni iofiDiie- 
nme ddle cnrre stoite. Se ■( v, w soao le compoDenti delto spo- 
una curva siorta, x, y, ^ c S. i. I 
>unto fcso dcllo spazio rispetto 
■1 triedro fimdaineatele ddla curva (M), ia M, e della curva (ifj, 
iail|» e 

Y - 



tQitesiino MM, d' 
niptttimneiite le oxmliatte i'' 



— Y I 



i U nutrice pteadocimmetrica che definiice rorieotamentodeinori 
asn riqwtto ag^ aodclu, si ha 

da coi, posto «=ix+i>+J!?, \=iii+/»+iB'» p.=i«+/P+iTi 

(4) »o> = (iS + ;■» + iO - («■* + /> + *0 = — (* + (*")• 

dx r 
Si ha poi anche, ricordaodo le coDdizioni (•) t— = 1. 

T^ = — , T^= ^, nccessarie e sufficienti per I'iiD- 

as r as f T ' 

fflobilit ji del puDto (x, y, <), e le coDvcDzioDi t' ^ /* = k'^o, 

i-=.jk^ — kj, j=.ki^= — ik, k=ij=: — /i. 



(s) 



^=(f-4)-'- 



Ora, posto ds, = (i + i)ds, dimodocbi Ssz=ftds, I'^ua- 

gliaiua simbolica Xj— = t— !t — «j— , che coDOnua a sussisterc 
* as ds ds 



(*) Ceiiro, loc. dt., pig. iij. 



l'imMAGINARIO 1 ED I HUMERI ALTERNATI f\ /» k, ETC. J2$ 

per le curve storte, applicata ad o>, dk, tenendo present! le (4) e (5), 

(6) V + pi'o-(p. + .)«• + (-f — ^)[^-«0t + O] + 

+[(^-»^)'-(f-'f >•]"="• 

Ed h quest' eguaglianza la richiesta. Infatti, uguagliando i coef- 
ficienti di i» j\ k a zero, ed osservando che ciascuna delle egua- 
glianze che si ottengono, per I'arbitrarietJi di x, y^ :^ si scinde in 
altre tre, si ha 



' ^P r p'f p f 

a cui bisogna aggiungere ^s =:ftds. 

Possiamo quindi dire che la (3) e la (6) sono fondamentali 
ndlo studio intrinseco delle deformazioni infinitesime delle curve 
plane e delle curve storte. 



Lecce» 15 aprile 189H. 



Alfredo Pbrma. 
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AUSZUG AUS EINEM SCHREIBEN AN HERRN L. BERZOURI. 



Von P. G r d a n, in Erlangen. 



AdmwM d«l S4 l«f Uo 1S9S. 



In den Rendiconti del Circolo Maiematico di Palermo, u XII, 
haben Sie die schdne Formal gegeben : 

Dieselbe kann in folgender Weise bewiesen werdea. 

Si. — IHe «,. 

/,=ap— I. ap — 3.... ap — ai» + i=(ap — 2i»+ i)/*^^, 
^,= 1. 3. 5.... an — i=(a« — i)f„, 



also: 



«, = (*. -*,r; «p = ^^-^(*; + *o. 
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5^^ = !,?«..».(;,)(', - xj— — ('. + -0-. 



3 "^ 


"«. — «, 


d "• 


X «-> X 



5^^ = i,t^ ♦- C , 1 ,) ('. - 'y^- (■'■ + "J-". 



S 2.— IMe «,. 



-(x+n-fi -I- ix«-2i-i)=(x-«+,+ iX(A-«+»+ 0-(^-0(r*-0. 





a + (*- 


— « + l)(« — 21 — 


I) 




(>- 


-0!(f^-Ol(^ 


-n + i + t)lQL- 
I 


-n + i + 


01 




a-OKit-, 


I 


-n + f)l 





(X-i-i)l(n-»-i)!(X-« + i + i)!(|i-i» + 1 + 1)1 
For : 



C"** ■" (X — 1)1 (|i — ,•)! (X — « + ,-)l(|A — « + 1)1 » 



vird: 



fl?. = fl?.= * 



p.. -P^ X!^!(X-p)!(^-p)| ' 



(«M - O C"' <. = - (^ + 1* - « + I) (« - 2» + Odttfi 



Itt •••b*' 



».(S)-L( ly^ ,• )(x-oi(pi-Oi(x-2p+0!OA-2p+Oi' 

-P(-P) = ^-^ 



pl X!pi!(X-p)!Ot-p)I • 







Erluigen, J Juli 1898. 



P. Got DAN. 
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REPERTORIO BIBLIOGRAFICO 

DELLE SCIENZE MATEMATICHE IN ITALIA. 
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PUBBLICAZIONI LOMBARDE. 

(1800-1889) O. 



ElENCO DELLE PUBBLICAZIONI (**) EO ABBREVIATURE. 

E. A, M. = Effeineridi Astronomiche. [Milano] (•^). 

Anni: (1 801-1863); parte in-8®, parte in-4®. 



B. //. =s BibliotecaitaHana o^sia Giorna^e di letteratura, scienze ed arti, compi- 
lato da una socierii di letterati. [Milano, presso la Direzione del Gior* 
na!e] C**^). 

VoLUMi: I-C (1816-1840); ^n.4^ 



Op. M. F, M. s Opuscoli matcmitici e (isici di divers! autori. [Milano, Giasti]. 

ToMo I (1832), ToMO II (1834); in-40 



Pol. if. (a) =s II Politecnico. Repertorio mensile di studi applicati alia prosperitii 

e coltura sociale. [Milano] C**^). 

VoLUMi: I-XI (1 839.x 860; «n-8^ 



Pol. M. (b) =s II PoHtecnico. Repertorio di studi Ictterari, scientific! e tecnici. 

Parte tecnica. [Milano, Zanetti]. 

VoLUMi: MV (1866-1867); in-8^ 



G. Ing, =s Giornale deiringegnere architetto ed agronomo [Milano] C*^*^). 

Anki: I-XVI (i 853-1868); parte in«8®, parte in.4^ 

(*) II Uvoro di spogHo e di chssiiietsione di qneste pabblieazloni h dovnto al Prof. G. ViTtDtl. 

(**) Per 1e pubbttcaxtoni del R. Istituto Lomberdo, e per gli Aniuli di Mttemttict punt ed eppli- 
cett (Serif II), vedi questi Rendiconti. t. YIII, ptrte s*. ^^. 11-48, 81-164. 

(***) Stempete de Galeizxi per gli anni i8oO't8o9 e delU R. Stemperie per gli enni raecetsiTi. — 
Per gli enni ii<oo-i8o3 i1 titolo ft «cpbemerides Astronoraice ed merldiennm MedioUnensem supputetae •• 
Ogn! volnnae fa ttempeto neiranno cbe precede qnello cui it Totnme h dettineto. — Kell'tnno 18)9 ti 
pabblicerono pare due sopplementi. 

(****) II primo Tolame fu stampeto da Stella. 

(*****) I prinii aette ▼olamt furono stamptti da P i r o I a, i rimanenti dagli Editor! det Politecnico. 

(*"****) I primi qatndici volumi furono ttampati da S a 1 d i n i, gli ultimi due datla Tip.-Lit. degli 
lagegneri.— Per roltimo il titolo h : • Giornale dellMngegnere arcbitetto ciTile e meccanico ■. 

^tni. Circ. Mc^Um*, t. X^, partQ 2% — S^ampa^o il 21 djcembre 189^. \ 




Pol. U. (O^ll POIitccaica. Glonkile ddl'ingcgnrr 

■triale (coaiinvuioM del Giornite dcll'Iogegnere). [hfitaw^ Tij.-Lil 
degU Ingcsneri]. '' ' ^ 

Aim: XVn-XXXVU (i869>[8S9); 1d4< 



a J£ «t Pabblictsknl M RmIc Osin-T«torio i\ Brera In Miluio. [Unn), 
HoepU]; (t87)Mtt9)! iaH"- 
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prinmmedlu cun Ct Mwtio L. CreiDonietE. Beltrami. [MiUno, 
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]$io. A 3 e. 
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che e determinazione dclle ndici imagiiurie. [E. A. M., i. 1850, pp. )>4i 
(1849)]. 

ijii. A3g. 
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JSi?. ASg. 
VECCHI (Stanislao). Sulla rholuiione numerica delle equaiiosi. [Pel. M. (e), 

a. XX. pp. 370-181 (1872)]. 

JS14- A31. 
FRISIANI (Paolo). Analisi di alcuoe equaiioai trascendenti. [E. A. M., a. 184$, 
pp. J-IJ7 (1844)1. 
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3515. A 6 b. 

CROTTI (Francesco). Metodo pratico d'interpolazione. [Pol. M, (c), a. XXXVI, 
pp. 30.3$ (i888)l. 

3$i6. B 7a 

BRIOSCHI (Francesco). Sopra una forma binaria dell'ottavo ordine. [C. Af., 
pp. 213-220]. 

3517. B7£ 
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biquadratica. [C. if., pp. 221-223]. 
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CROTTI (Francesco). Sopra alcune formole di planimetria e stercometria* 
[Pol. M. (0, a. XXXIII, pp. 193-207 (1885)]. 

3520. D 3 b, D3c. 

PIOLA (Gabrio). Sui principj e sugli usi del calcolo dei residui (da varic me- 
morie del sig. A. L. Cauchy). [Op, M, F, Af., t. II, pp. 237-260 (1834)]. 

3521. D4b, D4cK. 

DINI (Ulisse). Alcuni teoremi sul!e funzioni di una variabile complessa. [C. Af., 
pp. 258-276]. 

3522. D6g. 

SCHLAEFLI (Ludwig). Einige Bemerkungen uber die Lam ^*schen Functioncn. 
[C. Af., pp. 277-287]. 

3523. El, E2, G2h. 

PIOLA (Gabrio). Trattato sul calcolo degli integrali defmiti. [Op. Af. F. Af., 1. 1, 
pp. 73-96, 169-200, 273-296, 345-375 (1832); t. II, pp. 105-132, 345-378 
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3524. El a. 
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3525. Ele, n2. 
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calcolo dei limiti. [Op. U. F. Af., t. II, pp. 1-48, 133-172, 261-299 (1834)]. 
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)$26. Ele, 17 2. 

CAUCHY (A. L.). Su'la Meccanic4 Celeste e sopra un nuovo calco^o chiamato 
Calcolo dei limiti. — Note dei traduttori (Paolo Frisian! e Gabrio 
Paolo). [Op. M. F. Af., t. II, pp. 49^4, 173-202, 301-316 (1834)]- 

E2. {Fidi n*> 3523). 

3527. Fla. 
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pp. 1-5 ]• 
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BORCHARDT (C W.). Sur deux algorithmes analogues i celui de la tnoyenne 
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[C. M.t pp. 206-212]. 

3529. H 2 c. 

CAYLEY (Arthur). On a Differential Equation. [C. if., pp. 17-26]. 

3530. H2cp. 

CASORATI (Felice). Una fortnola fondamentale concemente i discriminanti delle 
equazioni differenziali e delle loro primitive complete. [C. i£, pp. 307*3 12]. 

3531. H2 0Y. 

DARBOUX (Gaston). Sur Tiquation de Riccati. [C. if., pp. 199-20$]. 

3532. H8. 

FRISIANI (Paolo). Sull'integrazione delle equazioni differenziali ordinarie di 
i^ ordine e lineari fra an numero qualunque di variabili. [E, A, i£» «• 1848, 
pp. 3.146 (1847)]. 

3533. H 8. 

FRISIANI (Paolo). Sulle equazioni differenziali parziali di primo ordine fra an 
numero qualunque di variabili. [£. A, M,, a. 1849, pp. 3-187 (1848)]. 

3534. H8d. 

PADOVA (Ernesto). Sulla integrazione delle equazioni a derivate parziali del 
primo ordine. [C. if., pp. 105-116]. 

3535. ". 

MAZZOLA (Angelo). Teorema nelle lezioni elementari di matematiche dell'abate 
Marie tradotte dai prof. Canovai e del Ricco riconosciuto in parte 
erroneo. [B. It., v. XXXVII, pp. 423-424 (1825)]. 

3536. I2I1. 

SPAGNOLI (G. R). Fenomeno aritmetico. [G. Ing., a. V, pp. 264-265 (1857)]. 
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3537. I 2 b. 

COSSA (Giuseppe). Esercizio aritmctico sulla divisibiliti dei nutneri. [G. Ing^ 
a- VI, pp. 29.34 (1858)]. 

3538. lUb. 

FRISIANI (Paolo). Trasformaiione del prodotto de' nuroeri oaturalL [E.A.M.^ 
a. 1850, pp. 44.48 (1849)]. 

3539. 112 b. 

DE PAOLI (Giovanni). Riso'uzione del le equazioni indeterminate diprimo grado. 

[Op. M. F. M., t I, pp. 262.272, 327.344 (1832)]. 
117 a. iF$di n? 3541). 

3540. 119 a. 

CHJEMELLO (Giuseppe). Nuova risoluzione dei problcmi indeterininati a due o 
pid incognite, condizionati ad avere due o piii radici intere e positive. [G. Ing,^ 
a. VI, pp. 525.529 (1858)]. 

3541. 1 23 a, 1 17 a. 

SMITH (H. J. Stephanus). De fractionibus quibusdam continuis. [C. if., pp. Ii7* 

M3]- 

3542. J 2 a. 

MAZZOLA (Angclo). Problema matematico e soluzione del medesimo. [B, if., 
V. XXXIX, pag. 286 (1825)]. 

3543. J2a 

SCHIAPARELLI (Giovanni). Sul modo di ricavare la vera espressione delle 
leggi della natura dalle forn:oIe eropiriche. [E, A, if., a. 1867, pp. 3-56 
(1866)]. 

3544. J2e. 

CROTTI (Francesco). Discussicne intorno ad una rropricti dclla media aritme> 
tica. \?oh if. (0, a. XXVI, pp. 36-45 (1878)]. 

3545. J 2 e. 

SCHIAPARELLI (Giovanni). Ancora sulla discussione intorno ad una propriety 
della media aritmetica. [Po/. U. (e), a. XXVI pp. 143.146 (1878)]. 

3546. J 2 e. 

CROTTI (Francesco). Diroostrazione della media aritmetica. [Pol M. (e\ a. XXVI, 
pp. 482.484 (1878)]. 

3547. J 2 e. 

JUNG (Giuseppe). Intorno al principio della media aritmetica. [Pol, M. (c\ 
a. XXIX, pp. 96-101 (i88i)J. 



}$4S> J 2 •. 
GILETTA (Luigi). lot^fno %\ prtikpipip delta me^ artunetiai* [F$LU^i^ 
a. XXIX, pp. a77-a8o (i88i)|. 

dOTTI (Fr«ittesGo> JU ooimpmwkmt dtg^i erroci od rilkfi p^^ 
[Pel. M. (c), tL XXXIV, pp. 587-600 (1886)). 

FEISIANI (PiK>Io]u Geii«si itfte fimnoni slmnietriche ti alternate. [9.d.U^ 
«• i«46, pp. 97-a6a (f«44)]i 

SPAGNOU (G. B.X Proprieti rilerante dei parallelogrammi, estensibile lode 
a qualsivoglia qoadrilatero ad angoll saglieiiti e perimetro tettifiiittS e su 
applkailoiie alia geodesia. [G. Ikf., a. VII, pp. |0|-)07 (1859)]. 

3S$a. KSa. 

SPAGNOLI (G. R). Modo piatico di dhridere qualsivoglia figura poligtnt nS^ 
Itnca dl Ignota scala e misura in quante parti si voglioao^ avtnd tra cue 
rapporto qttalmiqtteb con rette die partono da mi pumo qoalunqae sit ^i 
peHmetfO» sia entro I'area del poligooo coo semplici metti geoiDetricL(&.4fi 
a. VI, pp. 189-191 (i8s8)l. 

3SS3- K9a. 

TESSARI (Domenico). Delia quadratura dei poligoni. [G. Ing., a. XII, pp. i2-34> 

(1864)]. 

3554. KlOo. 

K. W. Sulla quadratura del circolo proposta dal sig. Ing. Luigi Leva, [^.iit^ 
V. II, pp. 247-248 (18 1 6)]. 

3555. KlOo. 

PLEBAKI (Benedetto). Tcorema dclometrico. [Pol. M. (0» a. XXII, pp. 695-703 
(1874); a. XXIII, pp. 50-58, 113-125, 199-2x2, 283.295 (1875)]. 

3556. KlOc. 

BUSTINI (Filadelfo). Nota sopra di una nuova prctesa scoperta della quadrt- 
tura del cerchio. [Pol. M. (c), a. XXVII, pp. 265-273 (1879)]. 

3557. K 21b. 

FUSINIERI (Ambrogio). Nota sopra un articolo del Bulletin d$s scienees nuM' 
matiquest ao&t 182 j^ pag, 67, sulla trisezione geometrica di qualunque arco 
di cerchio pubblicata in Vicenza nel 1822 di A. FusinierL [B. /f.,v. XL, 
pp. 285-287 (1825)]. 

K 22 a. (Vidi n^' 3560). 
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K22c (F«A'n<> 3s6o). 

35$8. K23a. 
SUlKl (AlessanJro). Teoria generale Jclle rapprcsentazioni prospettiche c dei 
metodi di descrizione gratica Je'.'o spazio a tre dimcasioni. [Poi. M. (e), 
«• XXXIV, pp. 5io-S4a (1886)]. 

3559. K23a. 
"^ESSARI (Domeaico). Sulle regole fondamentali della prospettiva. [G. Ing,^ 
a. XII, pp. 294»3o6 (1864}]. 

K 23 a. (Fci/ n<> 3560). 

356a K 28 o, K 22 a, K 22 c, K 23 a. 

SELLA (Quintino) Sui principii geometrici del disegno e specialmente deU'axo- 
nometrica [G, Ing.^ a. IX, pp. 186-200, 285-301 (1861)]. 

3S6i. K23& 
PARETO (Fritz). Applicaziooi di disegno axonometrico. [G, Ing.^ a. XIV, 
pag. 689.702, 745-753 (1866)]. 

3562. K 23 c. 

^ECCHI (Stanislao). Saggto di uni prospettiva axonometrica. [Pol. M. (r), 
a. XVIII, pp. 857.883 (1870)]. 

3563. K23c. 

VECCHI (Stanislao). Sulla projezione axotiometrica. [Pol, M. (e), a. XIX, pp. 466- 
475» 54»-552. 59*-6io, 717-720 (187:); a. XX, pp. 98-105, 216-225 (1872)]. 

3564. K23c 

VECCHI (Stanislao). Genera lizzazione del problema di P o h 1 k e. [Pol M. (c), 
a. XXXI, pp. 178-185 (1883)]. 

K 23 o. (Fedi n° 3769). 

3565. L'9d. 

ANGELI (D.). Formole per determinare con pronto e sollecito calcolo la peri- 
feria elittica, conosciuto il rapporto fra i due semiassi. [G, Ing„ a. V, 
pp. 263.264 (1857)]. 

3566. L'20a, L*21c. 

GRILLO (Stcfano). Sposizione di una dimostrazione elementare delie superlicie 
degli elUssoidi di rivoluzione. [G. Ing.y a. V, pp. 1-7 (1857)]. 

3567. L« 21 a 

ORIANI (Barnaba). Esercizi di calcolo nella soluzione di alcuni problemi ditri- 



gooometria sferoidict. [B. A. M^ tu ito7t pp. S*^ (iSsQl <• iM»p^s-)S 
(i8a7)5 *. i«a9» PP- J-H (««a*)l- 

}S68. K>1£ 
CAPORALI (Ettore). Sopra i sistemi li&etri tiiplaiaaite laAoM di tutn i^ 
Mche pUne. [C M^ pp. I44*i7(4* 

llFBKIWrii*j$69). 

)$69.M>BI^ VBff. 
BATTAGUNI (Gioseppe). Salle cuUdie icnurie tiiigetidM. (C JC» pp. 97-$4 

)S70>V497. 
CREMONA (LalgiX Sopra mu ceru superfieie di faaif ordfaie. [C Jtf., p^ 4n* 
4*41. 

IE>4C(rUlii« 157a). 

)57i. IE*4L 
MANNHEIM (A.). Consfnictioiit planet des titeeats de oooitere de la wubot 
de l*oiide. [C. MCt pp. 91-104]. 

557a. Vlbw 

GEISER (C P.). Ueber dk drdfadiea Secamcn eioer algeiMalidieii Ranmcanre; 
[C. Jft, pp. a94-)06]. 



3573. M»5. 

D*OVIDIO (Enrico). Nota sopra alcuni iperboloidi annessi alia cubica gobba. 
[C Af., pp. 74-9<^]. 

3574. M' 6 f, MUb. 

BERTINI (Eugeaio). Sulle curve gobbe razionali del 5° ordine. [C. Af., pp. 313- 
326)). 

3575. M^a. 

FERRARIO (Luigi). Di a^cune applicaiioni e proprieti della cicloide. [PoL M. (e\ 
a. XXIX, pp. 72-80 (1881)]. 

3576. M^a QL 

BERTO (Edoirdo). Centro di curvatura dell'epicicIoiJe. [PoL Af. (c). a. XXXH, 
pp. 469-470 (1884)]. 

M* c a. (Vedi n° 3762). 

3577. N'le, N'lf, N'lg. 

HIRST (T. Archer). On the Complexes generated by two correlative Planes, 
[C. Af., pp. 5 x-73). 
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5S»8. RIC 
BARZAN6 (Luigi). Naova guida eplctc^ica del moto rettilineo. [Pol. M. te)^ 
a. XXV, pp. 98-100 (1877)]. • 

3589. Rl£ 

CAVALLI (Ernesto). Intorno alia trasformKione del moto ctrcoltre in rettilineo 
ed esame dellecatene cineinattche che ?1 si riferiscoDO. [Pol, M, (^), a. XXXII, 
pp. 329.338, 381.391 (1884)]. 

3590. R 1 £ 

PALAZZOLO (Placido). II bielllsnio. [Pol. M. (t), a. XXXIV, pp. 188-290 
(1886)]. 

3591. Rl£ 

PALAZZOLO (Placido). II biellismo molriplicatbre. [Pol. M. (e), a. XXXIV, 

pp. 331-334 (i«86)l. 

3592. Rl£ 

CLAEYS (Isidoro). Nota su di un diagramraa rappresentante le posizioni simul* 
tanee dello stantuffo e della cassetta. [Pol, M. (c), a. XXXVI, pp. 651*659 
(1888)]. 

3593. Rlfo, R9a. 

PADELLETTI (Dino). Sulla dentatura universale.— Sull'attrito negli ingranaggi. 
[Pol. M. (0, a. XXIV, pp. 359-365 (1876)]. 

R2bp. (F$din'> 3519). 

3594. R2o. 

SAYNO (Antonio). Sul cerchio di riduzione lineare dei xnomenti d*inerzia delle 
figure piane e sue applicazioni. [Pol M, (c). a. XXIV, pp. 27-42 (1876)]. 

3595. R2c, R4d. 

JUNG (Giuseppe). Sul prob!enia ihverso dd moniehti d*inerzia d*uiia sezione 
piana. Soluzione grafica general e. [Po/. M. {c\ a. XXIV, pp. 421-434(1876)]. 

3596. R2c, R4d. 

JUNG (Giuseppe). Sul problema in verso dei moment! resistent! d*una sezione 
piana. Soluzione grafica generate. [Po/. Af. (c), a. XXIV, pp. 529-534 (1876)]. 

3597. R2c. 

ALLEMANINI (Luigi). Noccioli di figure sirametriche. [Pol M. (f), a. XXXV, 
pp. 617.622 (1887)). 

3598. R2d. 

JUNG (Giuseppe). Sui mOmenti obliqui di un sistemi^ di punti e sull'ttimagi- 
nares Bild » di Hesse. [C. M.9 pp. ^27-339]. 



II 

BAXI- (lokcit Sciv^}). Una p«rdio*a dinaniiaL — Discorso pronuoci^to aw\\s$o 
^^'^'^■^ Biii ■■■■"■ per raTanzjmcnlo ddlc sdciue il i^ scttembre 1SS7 
CTiaJnioae 4all*lag^lcse di Gialio ViTanti). [Po/. M. («X a. XXXV, 

pp. $?«•♦ («»7)1. 

|6oaR4a. R8a. 

^lOLA (GabcioX La mrc r jaica dd corpi naturalmente estesi trattata col calcolo 
ddle wiuaaai. [6^ M. F. M^ t. I pp. 201-236 (1852)]. 



|6oi. R4a. 
IXXvLKli II (RaiDODdo). Noova dimostrazione del parallelograniina delle fortc« 
[C. Img^ a. V. pp. 261.262 (1857)]. 

)6o2.R4a. 
DOGLIOTTl (Rannondo). Saggio d*altra dimostrazione sintetica del paraKel<> 
gtjuMjB D ddle fone. [G. /vf^ a. Vil, pp. 307-5 iz (1859)]. 

3603. R4a. 

CAVALLl (Ernesto). Saperfid dl riJuziOne lineare e rettc principali dei :^$ttn\i 
di fone parallele ndlo spazia [Pol. M. (c), a. XXV, pp. 575-581 (1877)). 

3604. R4a. 

CERAIHNI (Cesare). Determinazione^dcll^asse neutro e delle pressioni uniiark 
ndle seziooi di ona colonna formata di disdii sovrapposti quando II c«mv» 
di presskme cade food del nocdolo centrale. [Pd. M. (€), a, XXXI, p|\ i;*« 

374 (iWj)l- 

360$. R4ap. 
BARDELU (Giasq^pe). Sugli asd di equilibrlo. [C. M., pp. l([3-l98]. 

R4cL (Fa* n« 3595, 3596). 

R4da. (Viii ni 3672, 3708, 3709). 

3606. R60. 

KRONECKER (Leopold). Ueber Potentiale n-facher Mannigfaltiitktitvn. ^\ AT^ 
pp. 224.231]. 

3607. R 6 a. 

BORLETTI (Francesco). Sul parallelogrammo delle forte, [/^i^* U. (A A^ X\XU\ 
pp. $-8 (1886)]. 

3608. RGbp, R7b, R8a. 

FRISIAN! (Faolo). Sopra alcune equazloni dinamiche« [/i\ A^ M^ a. \^\\t Y\\ y 

"7 0«J0)J. 
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3609. R 7 b. 

CAVALLI (Ernesto). Uno studio sulPodografo di W. R. H a m i 1 1 o n. [Pol. M, (c), 
a. XXXI, pp. 92-101, 129-1)2 (1883)]. 

3610. R 7 C 

FERR ARIO (Luigi). Di a^cune appltcazioni di un prob*eraa di Abel. [Pol. M. (Oi 
a. XXXI, pp. 421*428 (1883)]. 

3611. R7fx, T4a. 

BRIOSCHI (Carlo). Delia variazione del moto dei pendoli dipendente da quella 
della teroperatura. [E. A. Af., a. 1812, pp. 1 14-123 (181 1)]. 

3612. R7fa. 

PIOLA (Gabrio). Sulla teoria del pendolo. [E. A. Af., a. 1831, pp. 35-7$ (1830); 
a. 1832, pp. 65-93 O831)]. 

R 8 a. {y$ii nt 3600, 3608). 

3613. R8aa. 

SIACCI (Francesco). L'iperboloide centrale nella rotazione de' corpL [C. if., 
pp. 6-16]. 

3614. R 8 f a. 

CERRUTI (Valentino). Intomo ad una generalxzzazione di alcuni teoremi di 
meccanica. [C. if., pp. 1 71-182]. 

361$. R9a. 
ANONIMO. Suirattrito. [(?. lng„ a. IX, pp. 366-371 (1861)]. 

R,9a. (VM no 3593). 

3616. R9a 

CERADINI (Cesare). Esposizione elementare della teoria dell'equilibrio delle 
terre prive di coesione. [Pol. if. (c), a. XXIII, pp. 393-4OS, 561-582(1875)]. 

3617. RSc. 

CERROTI (Filippo). Esame critico delle varie forme in uso sulla spinta dei ter- 
rapieni e proposta della formola generale: 

[Pol. M. (c), a. XXXVI, pp. 548.552, 635.650 (1888)]. 

3618. R 9 d. 

PIEVANI (Antonio). II principio fondamentale delle rotazioni a perno sferico e 
a capsula libera. [G. Ing.^ a. XVI, pp. 166.182, 242-256 (1868)]. 
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3619. R 9 d. 

OCCI (Davide). Nota intorno le equazioni dello stato prossimo al moto dclle 
macchine semplid. [G. Ing,^ a. XVI, pp. 723-73} (1868)]. 

3620. R 9 d. 

VUZZI (Palaraede). Ricerca di una formola per la calcolazione del lavoro tra* 
smcsso da una cinghia. [Pol. M, (c% a. XIX, pp. 481-487 (1871)]. 

3621. R9cL 

CROTTI (Francesco). Di un punto di meccanica ferroviaria. [Pol, M, (c), a. XIX, 
pp. 581-591 (187O]. 

3622. R 9 d. 

SAVIOTTI (Carlo). Risoluzione grafica di a^cuni problem! di meccanica appli- 
cata. [Pol. M. (c), a. XXVI, pp. 214-217, 279-283 (1878)]. 

3623. R 9 d. 

SINIGAGLIA (Francesco). Le forze d*inerzia nelle macchine a moviniento perio- 
dico. [Pol. M. (c), t. XXXI, pp. i3}-i}7, 273-283 (1883)]. 

3624. R 9 d. 

FERRARIO (Luigi). Teoria dinamica dell'aratro. [Pol. M. (c), a. XXXVII, 
pp. $-26 (1889)]. 

3625. R 9 d. 

OPPIZZI (Pietro). L*utilizzazione della graviti per la discesa dei treni lungo le 
ferrovie con forti pendenze. [Pol. M. (c), a. XXXVII, pp. 121-145,521-536 
(1889)]. 

3626. R 9 d. 

FERRARIO (Luigi). Costruzione geometrica della superficie deH'orecchio dellV 
ratro che soddisfa al principle dinamico della menoma azione. [Pol, M. (c), 
a. XXXVII, pp. 393-399 (1889)]. 

3627. R 9 d OL 

CAVALLI (Ernesto). Teoria e calcolo dei volani per macchine ad azione diretta. 
[PoL M. (0» a. XXVI, pp. 357-365, 409-417 (1878)]. 

S 1 a. {Fedi n^ 3689, 3691). 

3628. Sib. 

FORLANINI (Enrico). Studi aeronautic!. [PoL M. (c), a. XXXI, pp. 284-297, 
353.362 (1883)]. 

3629. S 2 a. 

BRUSCHETTI (Giuseppe). Sul movimento dell'acqua a due coordinate. [B, /!.» 
V. LXI9 pp. 121-126 (1831)]. 



jtja a s «. 



PLANA (G.). Bifleuiani wpra U primkrute dtUVipcn del slg. Tadiiil b* 
toiau: «Del fxnknenio e delU( mlaon dell^ acqoa coicenti, Mitana ifti6>. 

[J. a, *. Ut IV- 4M^I (i>>«)l- 

IIAS(»n!(lWriflaV StOls ftats itnule 4aUa uo^ del.l*cffi«no fntaiaM* 
muKk [PA Jl <«), «. XXXVI. p^ 6S-71 (1888)1. , , , . 

i^asK' - ■ 

C E. A. L SnI note delfaeqiu attnveno i tnU. [G. {«• '•Pt Mt- *»^ 

(i«I4)l. 

j«».S3b, aSbK. 
CA V AIXI (Erac^ latonH ad gi^ CannnU Mronctritt di B 1 1 e t M. f Pal |f>(0> 

a. XXXUI, pp. 4S5^&« (1885)]. 

DB SAINT-VfiKAKT (Baii«X Snll'infiDeBs^ ritatdatrke ddl* com adit, eop- 
loni d'acqna. (TiadiuloMX [G. /af* a. X, pp. soO'Mj (i86s)^ 

]6u. %Bh.tt. 

IIOBIN. UoTimcato dell'acqiu nd caiuli Noperti. [G. Img^ ^XtUn^iU-ifh 
496>foa (1864)]. 

SSbo. (r<i( no }6))). 

)6)6. a 3 o. 
ANONIMO. Dd luoiori jdraulici. [G. /»;, a. t, pp. 3j-44 (t8f ))]. 

36)7. S3o. 
DE POMBAUR. Tnru del turbine. (Traduiione). [G. I*g» a. XV, pp. a3S4)S 
(1867)). 

3633. S 3 o. 
PORRO (P. M. J). Teoria generale dei motori idraulid. {G. hg^ a. XV, pp. 337- 
»6 (1867)1. 

J6J9. 84. 

ZEUNER (Gusuvo). PrJncipj della teoria meccaniu del calorc (Versioiie dal te* 
desco di AlesModro Lucchesiai). [G. Ing., a. XI, pp. $31,341, 6S3-699 
(1863^ a. XII, pp. 617-617, 669-677, 700-714 (1S64); a. XUt, pp. toD-iai, 
417-449 (i«S)]. 

364% 84 a. 

HAFOLI (E«dericoJ. Esposiiione dei principii iperimentali e tnatcntatid ddU 
teoria tneccantca del catore. [G. Ing., a. VIII, pp. 3x9-370 (;86o)].' 
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3641. 8 4 a. 

DUPRfi (Atanasio). Sul lavoro mcccanico e sulle sue trasformazioni. (Traduzione). 

[G. Ing„ a. XII, pp. )ii-3i6, )66-373. 4»9-430 (1864)]. 

3642. S4a. 

GUZZI (Pilaracde). Alcune bsservazioni sulle recenti Memorie di Mr. M. L e v y 
i^elative aH'equazione deircquilibrk) mo'.ccolare dei corpL \PoL M. (0» 
a. XXVI, pp. 691-697 (1878)]. 

3643. S 4 a. 

CAVALLI (Ernesto). Nuovo mfctodo per costruire la superficie d'inerzia di un 
sistema di forze parallele. [Pol. M, (c). a. XXVII, pp. 257-264 (1879)]. 

3644. S 4 b. 

PADELLETTI (Dino). Rappresentazione grafica del lavoro in coordinate polari 
e sua applicazione a I lavoro di una macchina a vapore. \PoU M. (e), a. XXII, 
pp. 618-628 (1874)]. 

364^ S4bp. 
COLOMBANI (Francesco). Sulla distribuzione del vapore nelle locomotive e prin- 
cipal mente sul nuovo sistema di Hawthorn. [Poh M. (a), v. V, pp. 42- 
67, 148.160 (1842)]. 

3646. S 4 b p. 

GRASHOF. Formole fondamentali della teoria delle macchine a vapore. (Tradu- 
zione). [G. Ing,, a. XIII, pp. 381-386 (1865)]. 

3647. S 4 b p. 

GUZZI (PalamedcV Sulla temperatura media del fumo nei camini e su!Ia forza 
d'aspirazione che da essa ha origine. [Pol. M. (c), a. XXVI, pp. 46-56 
(1878)]. 

3648. S 4 b p. 

FERRINI (Rinaldo). Sulla relazione tra la temperatura media del funio in an 
camino, Paltezza di questo e la depressione misurata alia sua base. [Pol. M. (c), 
a. XXVI, pp. 209-213 (1878)]. 

S4bp. (Fedi n° 3587). 

3649. S 6 b. 

PITON-BRESS ANT. Sulla resistenza dell'aria al movimento dei projettili. For- 
mole delle portate neH'aria. (Traduzione). [G. Ing., a. X, pp. 77i-777(i862)]. 

3650. T 1 a. 

ROSELLI (Lelio Erco'e). Teoria delle funzioni sinettiche applicata alia mecca- 
pfca mol^olare. \G. Ing., a. X, pp. 502-5^4, 608-628 (1862)]. 



l6 EBPBtTOUO BOUOGRAnCa 

3651. Tib. 

BELLI (Giuseppe). Riflessione sulla legge deirattrazione molecolare. [Op. M, F, Af., 
t. I, pp. 25-68, 128-168, 237-261, 297-326 (1832)]. 

3652. Tlbo. 

MOSSOTTI (Ottaviano Fabriiio). Dell'azione delle forie raolecolari nella pro- 
duzione dei fenomeni di capillarity. [B. It, v. XCVIII, pp. 63-80 (1840)]. 

3653. TlboL 

MOSSOTT[ (Ottaviano Fabrizio). Nota sopra un fenomeno capillare osservato 
dal dottor Young. [B. It., v. XCVIII, pp. 365-375 (1840)]. 

3654. T 2 a, T 2 b. 

ANONIMO. Note e formole ad uso dcgli ingegneri. (Traduzionc dall'Inglesc). 
[G.Ing., a. XIII, pp. 43-49, 176-184, 320-326 (1865); a. XV, pp. 111-121(1867)]. 

3655- T2a. 
CROTTI (Francesco). Esposixione del teorcma Castigliano esuo raccordo 
colla teoria deU'elasticitl \Pol. Af. (0, a. XXVII, pp. 45-52 (1879)]. 

3656. T 2 a. 
MODIGLIANO (desare). Sulle forze interne. [Pol. hi. (c), a. XXIX, pp. 170- 
181, 310-322 (1881)]. 

365 7. T 2 a. 
CROTTI (Francesco). Valore degli spostaraenti nei sistemi elastici. [PoL M. (c\ 
a. XXXII, pp. 257-260 (1884)]. 

3658. T2a. 

BARZANO (Car'o). Cenni bibliografici degli studi intrapresi in Germ.inia in- 
torno ai teoremi delTingegnere Castigliano ed alle loro applicazioni. 
[Pol. M. (c), a. XXXIII, pp. 93-96 (1885)]. 

3659. T 2 a. 

SEVERINI (D.cio). Su alcuni teoremi gencrali relativi ai corpi elastici. [Pol. M. (c)t 
a. XXXIII, pp. 306-314 (1885)]. 

3660. T 2 a a. 

CAVALLI (Ernesto). Intorno alia resistenza dei recipient! cilindrici c sferici. 
[PoL M. (0. a. XXXII, pp. 454-468 (1884)]. 

3661. T 2aY. 

CIPOLLETTI (Domenico). AnaHsi delle formole di equilibrio delle travi. [G. Ing., 
a. XI, pp. 564-572, 635-646 (1863)]. 

3662. T 2 a Y. 

CIPOLLETTI (Domenico). Equilibrio di un solido appoggiato nelle estremiti e 
Caricato di n forze. [G, Ing., a. XII, pp. 241-246, 307-311 (1864)]. 



3663. T 2 a Y- 

CIPOLLETTI (Domeiiieo). Equilibrio di un solido incastrato in uoa estremiti e 
carico in n tratti di n pesi diversi uniformemente diitribuitt. [<?. Ing.^ a« XII, 
pp. 399-403 (1864)]. 

3664. T 2 a y. 

BOCCI (Davide). Pormolc matematiehe delle Varie resisteiue che possono eser- 
citare i solidi prismatici. [G. Ing,, a. XII, pp. 345-357, 715-733 (1864); 
a. XIII, pp. i43-»5* (1865)]. 

366s. T 2 a Y. 

CIPOLLETTI (Domenico). Equilibrio di un solido incastrato nelle due CMremiti 
e caricato di n pesi. [G. Ing,^ a. XIV, pp. 76-88 (1866)]. 

3666. T 2 a Y* 

CIPOLLETTI (Domenico). Equilibrio di un solido tppoggiato in » + 1 panti e 
caricato di un peso unlfortnemente dlstribttlto suUa iqa lunghecia. [G» Ing^ 
a. XV, pp. 84-91, 357-370 (1867)]. 

3667. T 2 a Y. 

SAYNO (Antonio). Di alcune question] uel calcolo della resistenza del prismi 
alia flessione. [Pol. M. {c\ a. XXIV, pp. 603-611, 69S-703 (1876)]. 

3668. T 2 a Y- 

MODIGLIANO (Cesare). Sulle azioni esercitate dai carlchi mobili in una trave 
sostenuta da due appoggi. \Poh M, (0* a. XXVI, pp» 702*712 (1878); 
a. XXVII, pp. 20-37 (1879)]. 

3669. T 2 a Y* 

ALLEMANINI (Luigi). Riso^uzione grafica di alcuni problemi riguardanti solidi 
soggetti a semplice flessione. [P0I. M. (e\ a» XXX, pp. 179-193 (1882)]. 

3670. T 2 a Y- 

ALLEMANINI (Luigi). Le travi incastrate. [Pol, M. (c), a. XXXIII, pp. 65-80, 
141-150 (1885)]. 

3671. T 2 a Y. 

PIETROCOLA (Carlo). Rtcerca grafica dei momenti inflettentt di una trave ret- 
tilinea in pid campate poggiata od incistrata ag^i estremi, qualunque sia la 
natura e la ripartizione del sopracarico. [Pol, M. (f), a. XXX VII, pp. 595- 
613 (1889)]. 

3672. T 2 b, R 4 d a. 

SCALA (Andrea). Metodo graiico per determinare la grosseszi dei pitdritti nelle 
volte confrontato coi metodi piCi in uso e con i riiuTtati delle formole alge- 
briche. [G. Ing., a. IX, pp. 96-98 (1861)]. 
Rind. Circ, MaUm., t. XII, parte 2\--Stampato il 6 gennajo 1898. 3 



It 

}«7}. Tab. 

6ABUSSI (Carlo). Mott tq| pood t trtTate r^tfiltoee retiooUvL [G. Af^ m. XI, 

pp. $07-sa« (»W|)1- 

}674.Taii. 
lONOTTINI (Vincemo). lodicadoiii risgatrdand h ooslfiitiaiie delle vote del 
pOQti a sliieoo. [G. Ing^ a. XI, pp. }}7-)6i, }9}*404 (1863)]. 

3675. Tab. 

CLERICETTI (Cdeste). Teork elcmeatare delle tra^tsre ed armaliire rcttooUri. 
[Pol. Jin (»),▼. I, pp. 3a4*$s6 (1866); ▼. H pp. 17-40^ i87»}i8» 193-410 
(1M6)]. 

3676. Tab. 

SEGGIARO (P.> Coiiskleraikmi e calcoll salla tcoria della forma e ^Ibu degt 
ardii eqailibrati, 000 figure d*iotaglio in legoo. {Fd. U. (k), ▼. H, p^ 3S^ 
39a, 4>W3^ 48««« OW6)5 ▼. M. MP- *7^ 17S-M6 (1867)]. 

3677. Tab. 

CLBRICO (Giacomo). SuUliti degli archL [G. Ing^ a. XVI, vf. )as*3St (iSttX. 

3678. Tab. 

ALMAGiA (IdHo> Delia resistensa dd pond ineullid a trarate simiieuidie ed 
applkaiione numerka ad on ponte di 7 travate. [Pol. Jl. (^), a. XIX, pp. 40^ 

4«^ 4S3-46$ (1871)]. 

3679. Tab. 

CLERICETTI (Celeste). II prindpio della cerniera nelle volte. [Pol. M. (c), 
a. XXI, pp. 482.492, S3I-S44. S77-S90 (i873)]- 

3680. Tab. 

RANZANI (Felice). Due question! risguardanti la costruzione di un ponte in 
muratura sul fiume Liscia. [Pol. M. (e), a. XXIII, pp. 593-605, 689-701 

(1875)1. 

3681. Tab. 

SAYNO (Antonio). Sul calcolo delle travature reticolari a tavole parallele. 
[PoL M. (e% a. XXIV, pp. 43.45 (1876)]. 

3682. Tab. 

CLERICETTI (Celeste). La cerniera ed il principio dei ponti di egual pressione 
nelle volte. [PoL M. (c), a. XXIV, pp. 100-114, 167-179, 235-241, 329-339, 
470-478» S3S-S4«^ 612-626, 711-720, 74S-7S8 (1876)]. 

3683. Tab 

BIADEGO (G. B.). Sul modo di calcolare il sovraccarico di prova pd punti 
metallid a travature rettilince. [PoL if. (0, a. XXIV, pp. 627-632, 704-710 
(1876)]. 
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3684. Tab. 

CAVALLI (Ernesto). Resistenza alia forza tagliante. [Pol M. (e\ a. XXVI, 

pp. 77-91 ii^7^)\ 

3685. T 2 b. 

CAVALLI (Eraesto). Resistenza composta alia flessione ed alia torsioae. [PoL if. (e^ 
a. XXVIy pp. 713-719 (1878)]. 

3686. Tab. 

CERADINI (Cesare). Deirequilibrio e della stability delle capriate. [Pol. M. (e), 
a. XXVII, pp. 301-310, 487-495, 736-745 (1879); a. XXVIII, pp. 80-91 
(1880}]. 

3687. Tab. 

CLERICETTI (Cesare). Sulla determinazione dei momenti massimi dovuti ai 
pes! vincolati su una trave appoggiata. [Pol. M. (e), a. XXIX, pp. 359*360, 
410-419 (1881)]. 

3688. Tab. 

CASTIGLIANO (Alberto). Alcune considerazioni sopra i ponti in ferro. [PoL M. (c)^ 
a. XXX, pp. 353-360 (1882)]. 

3689. Tab, S 1 a. 

CERADINI (Cesare). Sul calcolo dei muri di sostegDO di acque (muri di sbar- 
ramento). [Pol. if. (Ot «• XXXI, pp. 217-225 (1883)]. 

3690. Tab. 

CROTTI (Francesco). Nuovo metoJo di notazione e calcolo per lo studio dei 
sistemi elasticL [PoL M. (e)^ a. XXXI, pp. 64X-654 (1883)]. 

3691. Tab, S 1 a. 

CASTIGLIANO (Alberto). Intorno ai muri di sostegno delle acqoe. [PoL hL (e), 
a. XXXIl, pp. 67-81 (1884)]. 

3692. Tab. 

GALUZIA (Pietro). Di alcuni casi di resistenza dei materiali. [PoL M. {e\ 
a. XXXIII, pp. 215-223, 315-326 (1885)]. 

3693. Tab. 

OPPIZZI (Pietro). Studio sulle travi meulliche con traliccio a grandi maglie. 
[Pol. M. (c), a. XXXV, pp. 257.272, 383-400 (1887)]. 

3694. Tab. 

VIOLA (Carlo). Equilibrio degli archi e delle piattabande. [PoL M. (c), 
a. XXXVI, pp. 139-149, 313-322 (1888)]. 



CANIVAZZI {»H^ SqUa icQrii Mli rtfJUcaii M ftiiMiiA t fttit< » 
m. XXXVI, pp. ioS>ii7» a9}*}at, $6i«s^* 710^71^ (iWO; t. ZZXV% 
pp. lOiMio^ S7M9^ $«>iM^ 5<i-$** «I9^« («»9)i 

|«9&Taii. 
ALLEMANINI (LaigiX Svllt mMIM dHnt q^thMU (Ml ML ^ i.mm 
pp. i46-i$a (i«a9)l- 

}C97. T 9 kb 
JORINI (Antooio Bederto). Di m fli9te p«r fiiniM»tt« ^ i|4i iiattWipm. 

[PA in (#x a. xxxvn, p^ 497*504 (t»9)j. 

16911 TSa 
CARUNI g'ffttMtoo). Mb riftufaiit miMMmci (R A it, <. tln» P>» jj-^* 
(t«ofi)]. 

)699^T8a 

spAfiNou (a a> PidUM% [a ji^^ a. vi p^ snnn t^H'il 

)7oa T 8 •. . 
FERRINI (Rinaldo). Noofc fonnole peir il catooKo daK^tonolQM A iferkftl 
oalle laoti cU grotaasaa a 4i i^mnafm ardiaatia ad alttaarf.4aaitfid[^iMaii 
[Pal. IL (c% a. XXVm p^ I47-3S7. t«S-W («»))]. 

3701. T 8 a. 
GILETTA (Luigi). Intorno ai cannocchiili ad obbiettlvo composti di ptd Icali a 
dbtanza. [Pol M. («), a. XXIX, pp. 49$-S03, $36-547 (1881)]. 

370a. T 8 a. 
BILLOTTI (Lorenzo). Teoria degli stromenti ottici con applicazioni ai telescopi 
ed alia fotografu celeste. [0. Af., n^ XXV, pag. 237 (1883)]. 

3703. T 8 b. 

PORRO (P. M. I.). Ottica tecnologica ad oso degli ingegnerl [G. Ing^ a. XVI, 
pp. 45-5 3» J83.190 (1868)]. 

3704. T 8 b. 

PORRO (C. P. M. I). Sur la thtorie dynamique orbitaire des cMeTani impon- 
derables; introduction aua le^oas d*<^tique donnies 4 I'lnsritat techniqae 
supirieur de Milan. [Pol M. (c), a. XIX, pp. 56-75 (1871)]. 

T4a. (r#di n*' 361 1). 

3705. T4C. 

BOLTSHAUSER. Considerazioni teoriche sugli apparecchi di riscaldauento. 
[G. Ing^ a. XH pp. 273.23} (1864)]. 
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3706. T 4 o. 

GRASSI (Guido). Sulla trasmissione di ca*ore fra due fluidi in tnovimento se- 
parati da una parete solida. [PoL M. (e), a. XXVIII, pp. 1 70-114 (1880)]. 

3707. T4a 

BETTI (Enrico). Sulla propagazione del calore. [C M.^ pp. 232-240]. 

3708. TSay, R4da. 

MODIGLIANO (Cesare). Sulla determinazione grafica degli sforzi sopportati 
dalle travi. [Pol. M. (c), a. XXVIII, pp. 56-60 (1880)]. 

3709. T5aY> R4da. 

CLERICETTI (Celeste). II metodo deirareamomento nella determinazione delle 
condizioni di resistenze delle travi elastiche rettilinee. [Pol, M. (c), a. XXVIII, 
pp. 193-203, 309-327 (1880)1. 

3710. T 6 b. 

CERADINI (Cesare). Sul calcolo grafico dei muri di sostegno. [PoL M. (c)^ 
a. XX Vm, pp. S43-S43 (x88o)]. 

3711. T6b. 

CERADINI (Cesare). Sui calcoli di stability degli archi metallici e delle volte 
dei ponti di rouratura. [Pol. M. (c), a. XXVIII, pp. 500-510, 726-732 (1880); 
a. XXIX, pp. 182-188, 677-680 (x88i)]. 

3712. T e. 

GAUSS (Carlo Federico). Misura assoluta deirintensiti della forza magnetica 
terrestre (tradotta e comnientata da Paolo F r i s i a n i). [E, A. M^ a. 184O9 
Primo supplemento, pp. 3-132 (1839)]. 

3713. Te. 

KREILL (Carlo). Descrizione degli apparati magnetici e dei oictodi con cui si 
eseguiscono le osservazioni. [E. A. M.^ a. 1840, Primo supplemento pp. 133- 

197 (1B39)]. 

3714. T e. 

WOLF (Rudolf). Ueber die Abspiegelung ^er Sonnenfleckenperiode in den zu 
Rom beobachteten magnetischen Variationen. [C. M., pp. 288-293]. 

3715. U. 

CICCOLINI (Lodovico). Lettera a Francesco C a r 1 i n i. [B. n.y v. XIII, 

pp. 350.358 (1819)]. 

3716. U. 

ANONIMO. Problema di cronologia. [B. It., v. LXIII, pp. 139-142 (1831)]. 




J7I7' W. 

SCHIAPARELLI (Gtononl). Sopn le Attain delk stslk fiKe de' tan <>r^ 
di vIcndoTC. [K J. ICiL i86s, ppi s»47 (iK4)}- 
J7tl.Ul. 
HOSSOTn (OtttviuM Pabrliio). Naan ■BdM 4d pnbloH di determiiure le 
oriiite dd cacpl edad. [R J. Mn a. 1I17, pp. SJ-d* (>8i6>; a. 181S. 
pp. 49-m (i8i7)( a. tSt9, pp. f746 (tSiS)]. 

)7i».ni. 
SCHIAPARELU (Glonial). SolU diitdoM inUtle (MU OxU deile comcit 
It ^. J£, «. lUi. pp. 36-ii Ci««o;j ■■ I87>> PF" MT^JB tiS?!)]- 
)7S0. UL 
ENCKE (G. P.). Sopn it dctenniiiuloae di on aifajtt elUraca cbU'^ub 4 
tre OMciTauooi Gomplcte. (Tradtuiooe dl GlovtDDi Schisparelli). 
L& ^ iC, L iS6a, pp. 81-170 (1861)}. 

)7it. ua. 

OKIANI (Bunaba). Forawle per calGoUre le Udtodiaf « le to tj udi ni adls 
■fen^e clinico. [E, A.iL, t. 1807, pp. y^ (1806)^ 

)7sa. U 2. 
OftlANI (BaraabaJ. Ultcriore ridusiooe delle^onnole per otloolaie k htitoM 
e Ic longitudini oello sfeioide tiitiko. [£ A. IL, a. 1808, pp. j<ao (1807^ 

J7aj. U 2. 
CARLINI (Francesco). Sul grado di convergoua delie diverse lerk che serraas 
ad esprimere le ineguaglianae delle longitudini della luna. \E. A. iL, a. tSllt 
pp. ioa.U3 (1811)]. 

CARLINI (Francesco). Sulla ronnola della parallasse della latitndiae della luna. 
[£. A. M., a. 1815, pp. 117-tii (1811)]. 

)7»s. u a- 

CARLINI (Francesco). Ricerche suDa convcrgeiua delie fonnole che serroao 
alia aoluzione del problenia di Keplero. [£. A. M^ a. 1818, pp. 3-4S 
(1817)]. 

3726. V 2. 
PLANA (Giovanni). Metodo analitko per determinare la Ggura appareote del- 
I'aaello di Saturao e la conliguraiioae de* suoi satellitL [S. A. M.,a, 1819, 
pp. 67-81 (1818)]. 

I7>7- ^ a. 
MOSSOTTI (Otu»iano Federico). Fonnole per detcnninare gli aaai del Sole 
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supposto uQO sferoide ellittico, con applicazioni. [E. A, M,, a. 1820, pp. 67- 
90 (1819)]. 

3728. U 2. 

ANONIMO. Cenni sulla teoria della lutu. [B. IL, v. XVIII, pp. 227-233 (1820)]. 

3729. U 2. 

CARLINI (Fraacesco). Valore del coseno delta latitudine della luna dedotto dalla 
teoria de* moti lunari. [E, A. Af.» a. 1835, pp. 146-148 (1834)]. 

3730. U 2. 

SCHIAPARELLI (Giovanni) Sulla relazione fra le comete, le stelle cadenti ed 
i meteoriti. [E. A. Af.» a. 1871, pp. 355-404 (1870)]. 

U 2. iFidi ni 3525, 3526). 

3731. U8. 

ORIANI (Barnaba). Ineguaglianze sul movimento del nuovo pianeta Cerere pro- 
dotte dall'attrazione degli altri pianeti. [E.A.M.^ a. 1803, pp. 35-50 (1802)]. 

3732. U 8. 

ORIANI (Barnaba). Formole analitiche delle perturbazioni dei pianeti. [E. A, Af.» 
a. 1803, pp. 51-68 (1802)]. 

3733. U 3. 

CARLINI (Francesco). Sulla piccola ineguaglianza del moto delU terra che ha 
per argomento la longitudine del sole meno il perigeo della luna. [E, A, Af.» 
a. 1830, pp. 57-108 (1829); a. 1831, pp. 76-104 (1830); a. 1832, pp. 3-64 
(1831)]. 

3734. U 8. 

CARLINI (Francesco). Sulla piccola ineguaglianza del moto della terra che ha 
per argomento la longitudine del sole meno il perigeo della luna. — Aggiunta. 
[£. A. Af., a. 1834, pp. 127-136 (1833)]. 

3735. U8, 

VENTURI (Adolfo). Metodo di Hansen per calcolare le perturbazioni dei pic* 
coli pianeti intieramente rifuso ed originalmente esposto. [0. M,^ o? XXII, 
pag. 121 (1882)]. 

3736. U 8. 

VENTURI (Adolfo). Di una notevole semplificazione nel calcolo delle perturba- 
zioni dei piccoli pianetL [0. M., n*' XXVIII, pag. 15 (1886)]. 

3737- U 7. 
SERGENT (Ernesto). Intorno alia relazione esistente fra la direzione del vento 
e le altezze barometriche. [£. A. if., a. 1863, pp. 1 16-176 (1862)]. 



|7|«. V 8. 
SANTINI (B.). Di an coocecto j^H cxxnplcto c preciso delle maree In fCMie e 
di ticane specUUdt reUdTc finom mt tntto inctplkiiiu [G. JBif «, a. Z?« 
pp. 178-284 (1867)]. 

5739. U 8. 
GALLARATI (Enunaele). Soprt t*€oid mefodi di aegaare coo ioflkiMt i9pm> 
simailoiie il meudgionio sn A an nrnto oj^anb ««rrfede4fediBai[ie^[&%^ 
a. X» pp. 142-2$) (1862)]. 

574a n 9. 
OOPPITZ (Gttsmano). Trndaneoio Mia nacidlaiia M till^ ttMfe Hi Ijmm 
▼erticale coa due tamoU grafiao e logaricnto. [J^«t 11^ (^X a. JEXl^ ffw 71^ 
718 (1877)]. 

)74t- U 10 a. 
CARUNI (Francesco). Detariiiaaiione del tempo e della Utimdine dd Jnoijd 
colPoso d*an semplice cannoccfaiale. [& ^ IC, a. s86t, pp. )*|S (1866)). 

)742. U 10 a. 
BORLETTI (Giuseppe). Sol teorema di Legendre. [P^. M. (^X ^ XXXII, 
pp. 82.84 («W4)1. 

3743. n 10 b. 

CERADINI (G.). Due gloU mercatorianl nella Bi6!ioteca di Cremona. [Pal. JC (pX 

a. XXXVII, pp. 721.739 (1889)]. ^ 

3744. V 1. 
PIOLA (Gabrio). Saggio sulla metafisica delPanalisi para. [B, m v. XCVII, 

pp. 3'S-34i (1840)]. 

^74$. Via. 
CAUCHY (Agostino Luigi). Sui metodi analitici. [B. It., v. LX, pp. 202-219 
(1830); V. LXl, pp. 321-334 (1831); V. LXII, pp. 373-386 (1831)]. 

3746. V 8 a, V 4 a. 

SCHIAPARELLl (Giovanni). I precursor! di Copernico nell* antiduU. 
[0. Af., n° III, pag. 52 (1873)]. 

3747. V 3 a. 

SCHIAPARELLl (Giovanni). Lc sfere omocentriche di Eudosso, di Cal- 
lippo e di Aristotele. [O. M., n° IX, pag. 63 (1875)] 

V 4 a. {yedi n<» 3746). 

3748. V 6. 

CIALDI (Alessandro). Leonardo da Vinci, fondatore della teoria del moto 
ondoso del marc. [Pol. Af. (tf), a. XXI, pp. 171-181 (1873)]. 



i749. V e. 

BONCOMPAGNI (Bdldassarre). Intorno id un testamento inedito di N i c o 1 6 
Tartaglia. [C i£t pp. 365-412]. 

V & iF$di n<> 3764). 

3750. V 7, V ff, V 9. 

SAINT-VENANT (Barr6 de). Storia compendiata delle ricerche sulla resistenza 
e suU'elasticiU del solidi. (Traduzione). [G. Ing., a. XV, pp. 48-60 (1867)]. 

37$i. V8, V9. 
PIAZZA (Giuseppe)* ORIANI (Barnaba). Corrispondenza astronomica. [0. M,, 
n** VI, pag, ao4 (1874)]. 

3752. V8, VS. 

CASTIGLIANO (Alberto). Esami di alcuni errori che si trovano in libri assai 
reputatL [PoL M. (()» a. XXX, pp. 66-8a (1882)]. 

V8. (F(fttf ni 37S0, 3751). 

3753. VS. 

PIOLA (Gabrio). Necrologia: « V. Brunacci». {B. IL^ v. X, pp. 42 $-429 

(1818)]. 

3754. V 9. 

ANONIMO. Breve notizia delle opj^ nuove e rimarchevoli in Matematica, pub- 
blicate dagli Italiani nei decorsi quindici anni. [B. //., v. I, ^^. 225-232, 
3$8-366 (1816); V. II, pp. 6o>69 (1816)]. 

3755. V 9. 
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